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RESUMEN

El progreso tecnoldgico se traduce, entre otros aspectos, en una continua
expansion de los tipos de materiales empleados con fines estructurales. Generalmente,
los nuevos materiales emergen debido a una aspiracion natural de mejorar las
estructuras propuestas. A su vez, estos materiales crean nuevas oportunidades para
actualizar totalmente tanto las metodologias de disefio como las de fabricacion. Una de
las mas claras manifestaciones de este proceso interrelacionado es el desarrollo y
aplicacion de materiales compuestos. Las necesidades de la industria aeroespacial
Ilevaron al desarrollo y aplicacion de materiales compuestos, debido al interesante
panorama que éstos presentan por su bajo peso, y elevadas resistencia y rigidez.
Actualmente, los materiales compuestos se han tornado imprescindibles en aplicaciones
que van desde equipamiento deportivo hasta estructuras de alto desempefio en muchas

ramas de la ingenieria.

Mientras los materiales compuestos tienen muchas ventajas en relacion a los
denominados materiales convencionales, también presentan problemas complejos y
desafiantes para analistas y disefiadores. Una variedad de elementos estructurales tales
como cilindros, vigas, placas y cascaras pueden potencialmente emplearse para el
analisis de compuestos laminados. Durante las ultimas décadas se ha incrementado el

empleo de placas de material compuesto en diversas aplicaciones de ingenieria. La



elevada relacion rigidez-peso conectada con la flexibilidad para la eleccion del esquema
de laminacién, el cual que puede adaptarse a los requerimientos de disefio, hacen que las

placas laminadas sean un componente estructural atractivo en diversas industrias.

La deformacion global de placas de material compuesto laminado esta, en el
caso general, caracterizada por complejos acoplamientos entre modos de extension,
flexion, torsion y cortante. Por otra parte, debido a la baja rigidez cortante transversal,
las placas compuestas laminadas exhiben una deformacion cortante transversal bastante
mas significativa, aun para bajas relaciones espesor-lado, que placas isotropas
homogéneas con las mismas dimensiones geométricas. A efectos de considerar en el
analisis y disefio de placas laminadas los aspectos mencionados, y aprovechar las
ventajas potenciales que estos materiales ofrecen, es necesario que las metodologias de
andlisis incluyan los efectos mencionados. Ademas, es necesario contar con
herramientas de analisis precisas que permitan realizar disefios adecuados a los
requerimientos cada vez mas estrictos y que a la vez sean versatiles permitiendo realizar

calculos a gran escala.

Por las razones expuestas, en esta Tesis se presenta la formulacién de un modelo
general que permite analizar el comportamiento mecéanico de placas de material
compuesto laminado, que posean cualquier relacion longitud/espesor y de formas
geométricas diversas. En particular, el estudio de placas gruesas se aborda mediante la
utilizacion de una teoria de orden superior que incluye la deformacion por corte en sus

expresiones cinematicas.

Por un lado se propone un macro elemento para aplicar el Método de Ritz en
placas moderadamente gruesas (empleando la teoria de deformacion por corte de primer
orden). EI Método de Ritz se aplica a dominios cuadrilateros generales empleando
coordenadas naturales para aproximar la geometria de la placa, junto con polinomios
ortogonales de Gram-Schmidt como funciones coordenadas para aproximar el campo de

desplazamientos.

La idea anterior se generaliza y extiende de manera de considerar dominios mas
generales y obtener un planteo que permita su aplicacion en estructuras de placas
laminadas de mayor envergadura. Por ello, en esta tesis se presenta también la
formulacién de un macro elemento finito jerarquico basado en los conceptos anteriores.

Este elemento se define en coordenadas naturales empleando una trasformacion de
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espacios, mientras que se emplean polinomios generados con las formulas de
recurrencia de Gram-Schmidt para enriquecer la aproximacion del campo de
desplazamientos, que tiene como base funciones de soporte local constituidas por
polinomios de Hermite. Para darle mayor generalidad al modelo, la obtencion de las
ecuaciones de equilibrio se lleva a cabo mediante el principio de los trabajos virtuales.

Ademas, se describe el proceso de ensamblaje de los macro elementos formulados.

La formulacion del macro elemento se presenta en forma secuencial,
comenzando con la aproximacién del campo de desplazamiento provista por la teoria
clasica de placas laminadas (placas delgadas), luego se considera la cinematica
correspondiente a la teoria de deformacion por corte de primer orden (placas
moderadamente gruesas). Finalmente, con el fin de evitar el uso de factores de
correccion por corte y obtener mayor precision en el modelo se considera una teoria de
deformacion por corte de orden superior. Asi se llega a la formulacion de un macro
elemento finito jerarquico para placas gruesas laminadas considerando una teoria

trigonométrica de deformacion por corte.

El macro elemento finito formulado, asi como el proceso de ensamblaje ha sido
implementado en un programa de computadora. El estudio mecanico de estas placas
abarca tanto el andlisis estatico, como el andlisis dindmico. En cuanto el anélisis
estatico, la formulacion presentada permite determinar las respuestas debido a flexién
por carga transversal, incluyendo determinacion de tensiones normales y tangenciales.
En el caso dindmico se incluye la determinacion de las caracteristicas de vibracion libre,

es decir, frecuencias y formas modales.

Se presentan diversos resultados que abarcan placas de distintos materiales,
formas geomeétricas, relaciones de espesor y caracteristicas mecanicas. Los resultados
presentados permiten observar la potencialidad y versatilidad de la formulacién
propuesta. Ademas, para validar el modelo se muestran anélisis de convergencia y

comparaciones con soluciones obtenidas por otros autores mediante otros métodos.
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CAPITULO 1

PRESENTACION E INTRODUCCION AL PROBLEMA

1.1 INTRODUCCION

Los materiales compuestos y los compuestos laminados son muy importantes en
diversas aplicaciones en muchos campos de la ingenieria. Ademas de presentar una
elevada relacion resistencia-peso y rigidez-peso, tienen la ventaja que sus propiedades
estructurales pueden modificarse mediante el cambio de la orientacion de las fibras de
refuerzo, la forma, proporcion y disposicion de las mismas, el nimero de laminas y la
secuencia de apilamiento. En particular, placas laminadas de distintas formas
geométricas construidas con materiales compuestos reforzados con fibras tienen
excelentes ventajas y son ampliamente utilizadas en componentes estructurales de alto
desempefio. Frente al incremento del uso de los materiales compuestos se plantea la
necesidad de un mayor esfuerzo en el desarrollo de sistemas estructurales y
paralelamente la generacién de métodos de calculo que permitan analizar y disefar
estructuras, o partes de las mismas, elaboradas con estos materiales. Los materiales
compuestos reforzados con fibras son, ademas, resistentes a la corrosién, térmicamente
estables y resultan especialmente adecuados para estructuras en las que el peso
constituye una variable fundamental en el proceso de disefio. Mas aun, en general, los

materiales compuestos pueden disefiarse para satisfacer requerimientos de resistencia,
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rigidez, y otros parametros en cualquier direccion. Las caracteristicas mencionadas y
especialmente la reduccién de peso que el uso de estos materiales implica, han hecho
gue los mismos sean de particular interés en la fabricacion de piezas para las industrias

aeronautica, aerospacial, naval y de automdviles.

Los materiales compuestos de polimero reforzado por fibra (FRP - Fiber
Reinforced Polymer) combinan las caracteristicas de los materiales individuales que los
conforman para obtener un nuevo material que proporciona mejores propiedades que las
de sus componentes por separado, de esta manera, mientras la fibra se disefia para
soportar las cargas, la resina actia como medio de transferencia de tensiones entre fibras
adyacentes (Karbhari and Zhao, 2000). Los FRP normalmente presentan fibras de
vidrio, carbono o aramida dentro de una matriz de resina termoestable epoxica, de
poliéster, viniléster o fendlica, en una concentracion mayor al 30% en volumen de fibra

del compuesto.

La aplicacion de materiales compuestos con fines estructurales en obras civiles
comienza a ser relevante en las ultimas décadas. La introduccion de los materiales
compuestos en el campo de la ingenieria civil ha sido lenta principalmente por razones
econdmicas, empleandose fundamentalmente en rehabilitacion estructural, refuerzo
estructural y sustitucion de elementos estructurales, mejorando el comportamiento de la
estructura existente sin alterar su configuracion geométrica. Asimismo, son materiales
livianos y no demandan cambios en la distribucion del sistema estructural o en la
cimentaciéon. Las ventajas que ofrecen estos materiales hacen posible que sean
considerados como una alterativa de solucion durante la etapa de disefio, es por esto que
comienzan a ser empleados en diferentes tipos de estructuras como edificios, pasarelas y
puentes (Keller, 1999; Bank et al., 2000; Keller, 2002; Sobrino y Pulido, 2002; Bank,
2006a; Keller et al.,, 2007) dando respuesta a requerimientos dificiles de cumplir

empleando materiales convencionales.

Ademas, en la industria de la construccidn se aplican en estructuras sometidas a
la accion de ambientes agresivos, en partes de plataformas offshore, en depésitos, en
refuerzos de estructuras, en tableros para pasarelas, y en recubrimiento de tuneles (Oller
Ed., 2002).

Los materiales compuestos reforzados con fibras para aplicaciones estructurales

se construyen a menudo en forma de una capa delgada, denominada lamina (Figura
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1.1a). Una lamina es una macro unidad de material cuyas propiedades se determinan a
través de ensayos apropiados de laboratorio. Elementos estructurales, tales como barras,
vigas, columnas o placas pueden estar formados por una secuencia de laminas o capas,
constituyendo laminados (Figura 1.1b). Estas capas se disponen secuencialmente
(Figura 1.1c) de modo de alcanzar determinados valores de resistencia y de rigidez

adecuados para aplicaciones especificas.

Entre los elementos estructurales de mayor uso y difusién se encuentran las
placas anisotropas homogéneas y no homogéneas, las cuales son de interés tanto como

elementos Unicos o formando parte de estructuras mas complejas.

Las placas anisétropas pueden formarse a partir de diferentes configuraciones, a

saber:

e Placas formadas por una Unica capa. Estas configuraciones incluyen: isotropia,
ortotropia especial (las coordenadas materiales principales coinciden con las
coordenadas de la placa que son naturales al contorno), ortotropia general (las
coordenadas materiales principales no coinciden con las coordenadas de la placa) y

anisotropia (Anexo B).

e Placas formadas por conjuntos de ldminas. Cuando las propiedades del material,
ubicacién y esquema de laminacién, son simétricas respecto del plano medio, el
laminado se denomina laminado simétrico. En caso contrario, el laminado se
denomina asimétrico. Desde el punto de vista de la produccion, los laminados
simétricos no tienen tendencia a torcerse por las contracciones térmicas que se

inducen durante el enfriamiento posterior al proceso de curado.

El esquema de apilado que define un laminado se denota por una secuencia de

angulos de orientacion (a, 3,...), donde « es la orientacion de la primera capa, 5 la de

la segunda y asi sucesivamente hasta definir todas las capas. Las capas se numeran en la
direccion positiva del eje normal al laminado n = 2z (Reddy, 2003). Para identificar un
laminado simétrico se acostumbra incluir la letra s como subindice en el esquema del

apilado, por ejemplo:

(—45/45/45/—45) = (—45/45) = (F45)

s s

(45 /45 /45 / 45) = (45 /— 45) = (445)

S k]
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En apilados que incluyen secuencias repetitivas, estas se indican mediante un

subindice que sefiala el niumero de wveces que se repite, es decir

(30/60/30/60) = (30/60),. Los subindices también se usan para indicar que una

capa se repite de forma consecutiva, por ejemplo:
(45/0/0/30/30/30) = (45/0,/30,)

Para indicar laminados cuyas capas presentan diferentes espesores se emplean

subindices en cada capa: <% /oy /)

a) Laminas b) Laminado c) Laminas en el espesor del

laminado

Figura 1.1. Laminado compuesto por ldminas en diferentes orientaciones. Descripcion general de la posicién de

las ldminas en el espesor del laminado (Adaptado de Kollar and Springer, 2003)

A continuacion se hace una breve resefia de los modelos para placas laminadas
relacionados con esta investigacion, lo cual conduce a los objetivos planteados en esta

tesis.

1.2 MOTIVACION Y OBJETIVOS DE LA TESIS

Los modelos para el analisis, disefio u optimizacion de placas laminadas pueden
sequir diferentes enfoques. Entre éstos, estan las teorias de capa Unica equivalente
(Equivalent single-layer theories) ESL por sus siglas en inglés (Reddy, 2003; Whitney,
1987; Kollar and Springer, 2003). A través de estas teorias una placa laminada
heterogénea es considerada como estaticamente equivalente a una placa constituida por
una unica lamina con un comportamiento constitutivo complejo. Esta complejidad

produce diferentes grados de acoplamientos entre los efectos membranales, flexionales
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y torsionales. Estos acoplamientos, y la consideracion de distintas formas geomeétricas,
son la fuente de dificultades analiticas y de complicadas estructuras matematicas para
las condiciones de contorno que hacen sumamente dificil o imposible el tratamiento
exacto del problema. Es por esto que, en general, cuando se analizan placas laminadas
de forma arbitraria se recurre a diferentes técnicas numéricas, que proveen un esquema
global de trabajo para placas generales. Sin embargo, resultan en problemas que
invariablemente tienen un elevado nimero de grados de libertad. Luego, para problemas
de disefio a gran escala o analisis de desempefio y optimizacién, donde se requieren
calculos repetitivos, es conveniente pensar en la aplicacion de métodos como el de Ritz
el cual, en su forma convencional, no necesita de la generacion de mallas, ya que se
puede utilizar un Unico macro elemento en el proceso completo (Lim et al., 1996). En
este sentido, Nallim et. al. (2005a) desarrollaron una metodologia que permite estudiar
placas laminadas simétricas de formas geométricas complejas mediante un tratamiento
unificado. La técnica consiste en realizar una adecuada transformacion de espacios,
empleando coordenadas naturales para aproximar la geometria de la placa, obteniendo
un unico macro elemento que representa a la placa completa. En este macro elemento se
aplica el Método de Ritz con conjuntos de polinomios ortogonales de Gram-Schmidt
para formar las funciones de aproximacion. Posteriormente, Nallim y Oller (2008,
2010) extendieron y generalizaron este procedimiento para su aplicacion a laminados no
simétricos en donde lograron soluciones estables resolviendo el problema estatico y
dinamico incluyendo las rigideces de acoplamiento extensionales, flexionales y flexo-
torsionales. Nallim y colaboradores (2003, 2005a,b, 2008, 2010) demostraron que el uso
de estos polinomios para el estudio de placas anisotropas generales es altamente
satisfactorio. Esto se debe a que los mismos conforman conjuntos linealmente
independientes y completos, se pueden generar de manera automatica mediante
formulas de recurrencia a partir de un polinomio base y generan soluciones estables y
convergentes. Estas Ultimas propiedades se verifican no solo para las denominadas
respuestas globales de las estructuras, sino también cuando se determinan respuestas

que involucran a las derivadas de las componentes del campo de desplazamientos.

El analisis de placas laminadas con el uso de la teoria clasica produce resultados
apropiados cuando la relacion entre la longitud caracteristica y el espesor es superior a
cincuenta (dependiendo del esquema de laminacion). Para relaciones inferiores se debe

recurrir a teorias que consideran la deformacion por corte en sus relaciones cinematicas.
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Por otra parte, la teoria de primer orden requiere de factores de correccion, los cuales
son dificiles de determinar cuando se analizan placas compuestas arbitrariamente
laminadas, ya que dependen de los esquemas de laminacion y de parametros
geométricos (Messina y Soldatos, 2002; Setoodeh y Karami, 2003; Oktem y Chauhuri,
2008a; Stephen, 1997; Hull, 2006). Las teorias de orden superior utilizan polinomios de
mayor orden o funciones trigonométricas en la expansion de las componentes de
desplazamiento en la coordenada del espesor del laminado (Ferreira et al., 2005;
Carrera, 2000; Carrera, 2002; Lo et al., 1977; Bert, 1984; Mallikarjuna y Kant, 1993;
Kant y Swaminathan, 2002; Oktem y Chaudhuri, 2009; Karama et al., 2009; Aydogdu,
2009). Estos enfoques producen una variacion del campo de desplazamiento que hacen
nulas las tensiones transversales por corte en las superficies superior e inferior del
laminado. Por esta razon no es necesario el uso de factores de correccion por corte.
Partiendo de estas teorias y del uso del concepto de elemento mapeado como fue
desarrollado por Nallim et al. (2005a) y Nallim y Oller (2008, 2010) permite pensar en
la reformulacion de esta técnica para la aplicacion del método de Ritz a placas
laminadas de distintos espesores, asi como en el desarrollo de un macro elemento finito

jerarquico enriguecido con polinomios de Gram-Schmidt.
De acuerdo a lo expresado anteriormente, el objetivo general de esta tesis es:

e La formulacion de un modelo general para el estudio del comportamiento
mecanico de placas de material compuesto laminado. Concretamente se
aborda el estudio de placas de diferentes espesores mediante la aplicacién de
una teoria de orden superior que incluye la deformacion por corte en sus
expresiones cinematicas. Este objetivo comprende la obtencién de una
herramienta numérica que trate como macro elementos a placas con distintos
parametros geométricos y mecanicos, y que sea aplicable tanto al analisis
estatico como dinamico. El desarrollo de esta herramienta estd también
orientado a reducir el tiempo y mejorar la calidad de disefio de esta tipologia
estructural. La herramienta asi concebida, resulta de utilidad en el area de
disefio y optimizacion asistido por ordenador, para desarrollar piezas

estructurales con materiales compuestos de alta tecnologia.

Este objetivo general comprende los siguientes objetivos particulares:
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e Formular un macro elemento finito enriquecido para el estudio del

comportamiento mecénico de placas laminadas.

e Desarrollar un algoritmo basado en el método variacional de Ritz para el
analisis de placas gruesas, de formas geométricas diversas, constituidas de

material compuesto laminado.

e Desarrollar una metodologia de calculo estatico y dinamico de placas
anisotropas basada en el uso de estos macro elementos, aplicando la técnica

de ensamblaje de elementos.

e Incorporar estos macro elementos en un programa global de elementos

finitos.

e Determinar la respuesta estatica y dinamica, esfuerzos, tensiones, etc.

1.3 CONTENIDO DE LA TESIS

A efectos de una mejor comprension de los modelos estructurales para placas
desarrollados en esta tesis, se ha realizado una redaccion secuencial que permite una
introduccién gradual a la formulacion global del macro elemento finito jerarquico para

placas gruesas laminadas.
Esta tesis estd organizada de la siguiente manera:
Capitulo 1: Presentacion e introduccion al problema.

En el Capitulo 2 se presenta el marco tedrico y una descripcion del estado del
conocimiento actual y de las formas de tratar el problema en la literatura, de manera de
brindar un panorama general del enfoque de la tesis. A efectos de ordenar y clarificar la
redaccion de este documento, el estado del conocimiento se complementa con otras
referencias en los siguientes capitulos, considerando la relacion directa con los pasos

adoptados en el desarrollo del modelo propuesto.

En el Capitulo 3 se formula el macro elemento finito enriquecido partiendo del
Principio de los Trabajos Virtuales para placas laminadas de Kirchhoff. Ademaés, se

presenta la técnica de ensamblaje de los macro elementos propuestos, para poder asi
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representar cualquier estructura tipo placa, mallando su superficie total en macro

elementos cuadrilateros.

En el Capitulo 4 se incorpora la cinematica correspondiente a la Teoria de
Primer Orden de Deformacion por Corte (FSDT) en la formulacién del macro elemento,
para extender su aplicacion al estudio de placas medianamente gruesas. Se emplea para
ello, en primer lugar el método de Ritz en un Unico macro elemento, y se muestran
diversos ejemplos numéricos. Luego, para posibilitar el uso de esta formulacion en
placas de geometrias complejas y condiciones de borde arbitrarias se generaliza la
formulacion desarrollada en el Capitulo 3. Se incluyen ejemplos de validacion y
aplicacion del macro elemento finito obtenido, en geometrias simples y complejas, para

lo cual se desarrolla la técnica de ensamblaje de los macro elementos formulados.

En el Capitulo 5 se realiza, en primer lugar, una breve descripcion del
comportamiento mecanico de placas gruesas laminadas, a efectos de sentar las bases
conceptuales y establecer de manera inequivoca la importancia del empleo de modelos
adecuados para estas tipologias estructurales. Siguiendo estos lineamientos se propone
una generalizacion y extension del macro elemento finito enriquecido formulado en los
capitulos previos. Se considera para este fin una teoria trigonométrica de deformacion
por corte. Para establecer las variables primarias y secundarias, necesarias para el
modelo, se aplica el principio de los trabajos virtuales. Luego este planteo variacional
general se aplica para obtener las ecuaciones gobernantes. Finalmente, se generaliza al
caso de placas gruesas laminadas, el proceso de ensamblaje propuesto en los Capitulos
3 y 4. El método propuesto permite resolver placas laminadas de diferente espesor,
desde delgadas hasta gruesas, con diferentes formas geométricas y condiciones de
apoyo. Se presentan ejemplos de validacion, asi como estudios dindmicos y estaticos de
placas complejas que demuestran la versatilidad y aplicabilidad de la metodologia

propuesta.

En los Capitulos 2 a 5 se presentan una serie de consideraciones finales a modo

de conclusiones particulares de los temas desarrollados.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones generales de la Tesis, las
contribuciones y publicaciones realizadas durante el desarrollo de la misma, y las

sugerencias para lineas de investigacion futura.
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Este trabajo se completa con una serie de anexos en los que se desarrollan
algunos aspectos que ayudan a una mejor comprension de las formulaciones y

metodologia propuestas.

En el Anexo A se presentan las ecuaciones basicas de la elasticidad para

materiales anisotropos.
En el Anexo B se tratan las definiciones basicas de materiales compuestos.

En el Anexo C se establecen algunos conceptos fundamentales referidos a placas

anisotropas laminadas.

Finalmente, en el Anexo D se presenta el método de Ritz y se explica el
procedimiento para la obtencion de los polinomios ortogonales de Gram-Schmidt como

funciones coordenadas.
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO Y ESTADO DEL CONOCIMIENTO
ACTUAL

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el marco teorico general, realizando una descripcion
de las hipotesis cinematicas que comprenden las diferentes teorias de placas laminadas,
haciendo énfasis en las que estan relacionadas de manera directa con esta tesis. En la
segunda parte, se presenta una revision del estado del conocimiento actual que esta

directamente relacionado con la formulacion presentada en esta tesis.

Es importante destacar, que en los Capitulos 3, 4 y 5 se complementa la revision
de referencias, incorporando aquellas que guardan directa relacion con los tdpicos

abordados y con los modelos desarrollados en cada uno de los capitulos mencionados.

2.2 DESCRIPCION DE LAS TEORIAS EMPLEADAS EN ESTA
TESIS
En los dltimos tiempos se han desarrollado numerosos modelos que permiten

analizar el comportamiento estatico y dindmico de placas laminadas. Sin embargo, el

tratamiento de placas laminadas gruesas requiere aun de gran dedicacion, en especial
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debido a la necesidad de una determinacion mas precisa de los pardmetros mecanicos

que resultan fundamentales para su disefio.

El anélisis de placas laminadas con el uso de la teoria clasica (CLPT — Classical
Laminated Plate Theory) produce resultados apropiados cuando la relacion entre la
longitud caracteristica y el espesor es superior a cincuenta. Para relaciones inferiores se
debe recurrir a teorias que consideren la deformacion por corte en sus relaciones
cinematicas. La teoria de primer orden (FSDT - First Order Shear Deformation
Theory) requiere de factores de correccion para salvar la discrepancia entre la real
variacion de las tensiones de corte en el espesor de la placa (al menos cuadratica y nula
en los extremos) y la variacion lineal que esta teoria predice. Las teorias de orden
superior (HOSDT - Higher Order Shear Deformation Theory) utilizan polinomios de
mayor orden o funciones trigonométricas en la expansion de las componentes de
desplazamiento en la coordenada del espesor del laminado. Estos enfoques producen
una variacion del campo de desplazamiento que hacen nulas las tensiones transversales
por corte en las superficies superior e inferior del laminado; lo que evita el uso de

factores de correccion por corte.

A continuacién se realiza una breve descripcion de estas teorias, que son

posteriormente usadas en la formulacién del macro elemento finito jerarquico.

2.2.1 TEORIA CLASICA DE PLACAS LAMINADAS (CLPT)

Esta teoria, para materiales anis6tropos, comenzé a desarrollarse en la década de
1960 especialmente para el disefio de piezas hechas de materiales compuestos, en esa
época denominados “avanzados”, es decir de alta rigidez y resistencia en relacion al
peso, para aplicaciones aeronauticas. La teoria se basé fundamentalmente en trabajos de
elasticidad tedrica y del andlisis de placas anisétropas publicados por Lekhnitskii (1963,
1968). Los primeros trabajos fueron motivados en parte por el calculo de estructuras de

madera.

Las hipotesis de Kirchhoff (Figura 2.1) que se detallan a continuacion,

constituyen la base de esta teoria:

1. Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio de la placa tienen el

mismo desplazamiento vertical.
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2. Los puntos sobre rectas normales al plano medio antes de la deformacion,
permanecen sobre rectas también ortogonales a la deformada del plano medio

después de la deformacion.

3. Siendo el espesor muy pequefio (comparado con las otras dimensiones) la

tension normal o, sea considera despreciable.

Figura 2.1. Geometria deformada y no deformada de una placa bajo las hipotesis de
Kirchhoff.

En la formulacion de la teoria se establecen ademas las siguientes suposiciones o

restricciones:

e El material de la placa es linealmente elastico y en general anisotropo, pero

tiene un plano de simetria elastica que es paralelo al plano medio.
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e Las deformaciones y los desplazamientos son pequefios.

e Se consideran despreciables los efectos de la inercia rotatoria.

Las hipotesis de Kirchhoff permiten reducir el problema en tres dimensiones
(3D) al estudio de la deformacion del plano medio de la placa. En virtud de las hip6tesis

(1) y (2), el campo de desplazamientos se expresa de la siguiente manera:

U($, 3172,75) - u() ('T?y;t) -z awo
ox

U(I7 Y, Z7t) - Uo (33, y,t> -z awo (21)
Ay

donde (u,,v,,w,) son los desplazamientos segin los ejes coordenados de los puntos

ubicados en el plano zy .

Utilizando el campo de desplazamientos dado por (2.1) se determina el campo
de deformaciones, que resulta:

2
:auo_za w,

6’1‘7 A 2
S Oz oz’
2
e =2u_ 0u
Jy oy
e, =0
S T 7 @22)
2\ 0y Oz 0xdy
1( 0w, awo]
Y= 75 0 T oe
7, = 52
21 0y dy

2.2.2 TEORIA DE PRIMER ORDEN DE DEFORMACION POR
CORTE (FSDT)

La teoria de primer orden de deformacion por corte (Reissner, 1945; Mindlin,
1951) incluye de manera aproximada las deformaciones cortantes transversales,
relajando la hipotesis de Kirchhoff de conservacion de las secciones ortogonales a la

superficie deformada. La FSDT considera que las rectas normales al plano medio antes
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de la deformacion no permanecen ortogonales a la deformada del plano medio después
de la deformacion (ver Figura 2.2). Se mantiene la planaridad de las secciones y se

conserva la hipotesis de inextensibilidad transversal, por lo que w, no es funcion de la

coordenada z del espesor de la placa.

El campo de desplazamientos de la teoria de primer orden, puede escribirse

como:

u(z,y,2,t) = u, (z,y,t) + 20, (x,y,t)

U($, Y, Z7t> = ($7 yat) + z¢y(x’ Y, t) (23)
w(z,y,2,t) = wy(x,y,t)

donde (w,,v,,w,) son los desplazamientos en las direcciones (z,y,z) respectivamente,

de los puntos ubicados sobre el plano medio, siendo:

0 8
a— $, = — (2.4)

¢, = 5

las rotaciones alrededor de los ejes y y z respectivamente.

La FSDT extiende la cinematica de la CLPT incluyendo la deformacion por
corte transversal en las expresiones del campo de desplazamiento; la tension de corte
transversal se asume constante en la coordenada del espesor. La FSDT requiere, como
se dijo, el uso de factores correccidén por corte que son dificiles de determinar para
estructuras de placas laminadas arbitrarias. Los factores de correccion por corte no sélo
dependen del esquema de laminacion y de los parametros geométricos, sino también de

las cargas y condiciones de contorno (Reddy, 2003; Whitney, 1987).

Bajo la hipotesis de pequefias deformaciones, la relacion entre el campo de
desplazamientos y el campo de deformaciones esta dada por (Anexo A):

61”1‘ :%+Z%, 6“ :%+Z%
Ou,  0v, 0, 09,
: + L+ 2|+ L 25
o =[G+ 5o oG e
,Vnrz 8w0 + ¢17 ,Vyz 8w0 + ¢3/

Ox
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Figura 2.2. Geometria deformada y no deformada de una placa bajo las hip6tesis de
la teoria FSDT.

En laminados simétricos no existe acoplamiento entre extension y flexion. Por

otra parte, en ausencia de cargas en el plano los desplazamientos u, y v, seran nulos.
En consecuencia, las Ecs. (2.3) se reducen a:

u(z,y,2,t) = 26,(z,y,t)

v(z,y,2t) = 2¢,(7,y,t) (2.6)
w(z,y,z,t) = wy(z,y,t)
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2.2.3 TEORIAS DE ORDEN SUPERIOR (HOSDT)

La Teoria Clasica de Placas Laminadas (CLPT) y la Teoria de Primer Orden de
Deformacion por Corte (FSDT) son las teorias de capa Unica equivalente (ESL —
Equivalent Single Layer) méas simples, y describen adecuadamente el comportamiento
cinematico de muchos de los laminados. Sin embargo, las Teorias de Orden Superior
(HOSDT - Higher-order Shear Deformation Theory) representan mejor la cinematica
de estos elementos estructurales, tienen la ventaja de no precisar el uso de factores de
correccion por corte y pueden reproducir de manera mas precisa la distribucion de

tensiones interlaminares.

En principio, es posible expandir el campo de desplazamientos, mediante
expresiones polindmicas, en términos de la coordenada del espesor al grado deseado.
Sin embargo, la complejidad y el esfuerzo computacional elevado que requieren estas

teorias desalientan el uso para orden superior a tres.

La razon de expandir el campo de desplazamientos con un término cubico en la
coordenada del espesor, es obtener una variacion cuadratica de las deformaciones y
tensiones transversales por cortante en cada capa (ver Figura 2.3). Esto elimina la
necesidad del factor de correccion por corte usado en la teoria de primer orden (FSDT).
La teoria original de tercer orden de deformacion por corte (TODT) para placas
laminadas de Reddy (1984a, 1984b) contiene como casos particulares teorias de orden
menor: la de primer orden (FSDT) y la teoria clésica de placas (CLPT). En esta teoria
de tercer orden, se relaja la hipdtesis de planaridad y normalidad de la seccién

transversal de la placa luego de la deformacion. EI campo de desplazamientos esta dado

por:
3 dw,
U(I7 y’ Z7t) = UO <I7 y’ t) + Zd){l?('x’ y’ t) - Clz ¢L + CO 8
x
= —7 9w, 2.7
v(2,y,2,t) = vy (2,9,t) + 2¢,(2,9,1) — 2" | ¢, + ¢, 9y (2.7)

w(z,y,2,t) = w,(z,y,t)
donde ¢, y ¢, son parametros que se introducen para incluir los campos de
desplazamiento de la CLPT y de la FSDT comao casos particulares; con igual significado

fisico que en la FSDT se tienen las rotaciones:
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ow
¢1 = 901 - CO 6$0
o, (2.8)
¢y = Soy - C() ay
Z,W A
(u,w)g 2
I I O S A I

CLPT

FSDT

TSDT

Figura 2.3. Deformacion de una normal transversal de acuerdo a la teoria clasica,
de primer orden y de tercer orden de placas. (Adaptada de Reddy, 2003).

A partir de las Ecs. (2.7), si se adopta ¢, = ¢, =0 se recupera el campo de

desplazamiento de la FSDT. Mientras que si ¢, =1y ¢, =, =0 se recupera el

campo de desplazamiento correspondiente a CLPT.

Otro tipo de teorias refinadas de orden superior, son las llamadas teorias

trigonométricas. Estas se caracterizan por emplear funciones trigonométricas para
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aproximar el campo de desplazamientos. Basado en la Teoria Trigonométrica de

Deformacion por Corte (TSDT), el campo de desplazamientos de la placa es:

u(z,y,2,t) = u, (z,y,t) — zw + sinﬂ—z@ (z,y,t)
ozr h
v(z,y,2,t) = v, (2,y,t) — zw + sin%ngy (z,y,t) (2.9)
Yy

w(z,y,2,t) = w, (z,y,t)

donde nuevamente u,v son las componentes de desplazamiento en el plano, w es el

desplazamiento transversal y ¢,, ¢, son las rotaciones de la normal al plano medio,

alrededor de los ejes y y zrespectivamente. Se observa que en esta teoria se incluye

una variacion sinusoidal que depende de la coordenada z en el espesor de la placa.

El campo de deformaciones se expresa como:

ou, Dw, . mz 0P,
- = -z + sin—
Ox oz h Ox

2
" :%_Zawo_i_sinﬂ%
Y0y oy’ h Oy

2 0
Y oy Oz 0zdy h {0y Ox
ECOSEQb
’Y‘I,Z h x
T Tz
Yy = 20037%

A continuacion se presenta una resefia del estado del conocimiento actual del

tema en estudio.

2.3 ESTADO DEL CONOCIMIENTO ACTUAL

Los materiales compuestos presentan probadas ventajas por sobre aquellos
convencionales. Su elevada relacion resistencia-peso y rigidez-peso son especialmente
adecuadas en la industria aeroespacial, aerondutica y automotriz, entre otras. Entre los
diferentes tipos de materiales compuestos, los laminados reforzados con fibras son muy

importantes como componentes estructurales de placas.

La teoria clasica de placas (Timoshenko y Woinowsky-Krieger, 1959;
Kirchhoff, 1850; Lekhnitskii, 1968) basada en las hipdtesis mencionadas en la seccion
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2.2.1, ha sido ampliamente usada para la obtencion de la respuesta mecanica de placas
laminadas. Sin embargo, estas placas tienen una rigidez al corte transversal
relativamente baja, siendo, en consecuencia, las deformaciones transversales por corte

mas evidentes para placas laminadas que para placas isétropas.

La teoria clésica de placas predice la respuesta de placas isétropas delgadas con
una exactitud razonable, pero normalmente no proporciona una precision adecuada
cuando se analizan placas laminadas de configuracion geométrica similar. Debido a esta
razon la CLPT subestima las deflexiones y sobrestima las frecuencias naturales y cargas
de pandeo, incluso en laminados que pueden considerarse geométricamente como

delgados.

Existen numerosas teorias de placas que incluyen las deformaciones por corte
transversal en el andlisis (Noor y Burton, 1989; Maiti y Sinha, 1996; Liew et al., 1996;
Reddy, 2003; entre otras). La teoria de primer orden de deformacion por corte (FSDT)
propuesta por Reissner (1945) y Mindlin (1951), que asume que los planos normales al
plano medio permanecen rectos pero no necesariamente normales después de la
deformacion, contempla los efectos de las tensiones transversales por corte. Girkmann y
Beer (1958) extendieron la teoria de Reissner a placas ortdtropas. Posteriormente,
Ambartsumyan (1970) estudié placas laminadas simétricas conformadas por laminas
ortotropas con ejes materiales principales alineados con los ejes de la placa. Whitney
(1969) extendié este analisis a placas laminadas simétricas formadas por laminas

ortétropas orientadas arbitrariamente.

Debido a que la FSDT considera un estado constante de tensiones de corte
transversal, como se menciond en la seccion 2.2.2, se necesitan coeficientes de
correccion por corte para rectificar la variacion no real de la deformacion/tensién
tangencial a lo largo del espesor y que finalmente define la energia de deformacién por
corte. Es sabido que mientras la FSDT es adecuada para estudiar el comportamiento
estructural global (por ejemplo deflexiones transversales, frecuencias fundamentales de
vibracién o cargas criticas de pandeo), no es adecuada para una prediccion precisa de
parametros de respuesta local, como ser la distribucion de tensiones interlaminares (Qi y

Knight, 1996) o frecuencias correspondientes a modos superiores de vibracion.

Las soluciones de forma cerrada para placas de material compuesto laminado

usando FSDT han sido desarrolladas para algunas condiciones de borde simples y para
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esquemas de laminacion particulares (Whitney, 1987; Reddy, 2003; Vinson y
Sierakowski, 1990). Otras soluciones analiticas aproximadas, obtenidas por el método
de Ritz, emplean funciones viga trigonométricas e hiperbolicas como funciones de
aproximacion. Sin embargo, la aproximacién para placas con anisotropia general lleva a
momentos flectores y torsores resultantes que tienden a oscilar alrededor de un valor

relativamente constante, como demostraron Nallim y Grossi (2003).

Moleiro et al. (2008) y Auricchio et al. (2006) presentaron el analisis estatico de
placas cuadradas usando una teoria de primer orden (FSDT) en un modelo de elementos
finitos. Wang et al. (2002) analizaron el comportamiento estatico y dinamico de placas
rectangulares usando un método sin malla con el uso de la FSDT. Otros autores
desarrollaron también diversas soluciones alternativas para placas anisétropas
rectangulares empleando la teoria de primer orden de deformacién por corte y la teoria
refinada zigzag (Fares y Elmarghany, 2008) o la teoria de deformacion por corte junto

con métodos sin malla (Xiang et al., 2009).

Para problemas que involucran diferentes teorias comunes o refinadas de placas,
se han propuesto numerosas soluciones analiticas y numéricas aproximadas (Tessler,
1993; Nguyen et al., 2005; Daghia et al., 2008; Fares y Elmarghany, 2008; Xiang et al.,
2009; Bodaghi y Saidi, 2010). La mayoria de los articulos de diversos investigadores se
limitan a placas laminadas cross-ply o angle-ply con determinadas condiciones de borde

y formas geométricas simples.

Las limitaciones de la CLPT y de la FSDT hicieron necesario el desarrollo y
aplicacion de teorias de orden superior de deformacion por corte, que permitan suprimir
el uso de factores de correccion por corte, incluir un alabeo correcto de la seccion y
obtener una variacibn mas realista de las tensiones y deformaciones por corte
transversal en el espesor de la placa. Reissner (1963), Provan y Koeller (1970) y Lo et
al. (1977, 1978) desarrollaron teorias de orden superior basadas en expansiones de
funciones expresadas en el espesor de la placa, y Levinson (1980) y Reddy (1984b) las
modificaron para obtener la distribucion parabdlica de tensiones de corte a lo largo del
espesor de la placa y satisfacer la condicion de tensiones de corte nulas en las
superficies inferior y superior de la misma. Krishna Murty (1977, 1986), Savitri y

Varadan (1992) y Soldatos (1988) desarrollaron teorias de tercer orden construidas
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sobre la base de la teoria clasica, que fueron revisadas y generalizadas por Reddy
(1990).

Las teorias de orden superior (HOSDT), incluyen el efecto de las deformaciones
por corte transversal (Khdeir y Reddy, 1989; Reddy, 2003; Xiao et al., 2008; Oktem y
Chaudhuri, 2008a,b). Noor y Burton (1989) y Ghugal y Shimpi (2002) presentaron
revisiones completas de estas teorias, y de otra clase de teorias refinadas de deformacion
por corte, donde se tiene en cuenta el efecto de esta deformacion a partir del uso de
funciones trigonométricas. En 1877 Levy desarrollé una teoria refinada para placa
gruesa isétropa usando por primera vez funciones sinusoidales en el campo de
desplazamientos en términos de la coordenada del espesor. Sin embargo, la eficiencia de
esta teoria particular de placa no fue validada por méas de un siglo. Stein (1986) también
propuso esta teoria para placas isotropas en una forma modificada. Las teorias que
contienen funciones trigonométricas que involucran la coordenada del espesor en el
campo de desplazamientos, son las llamadas teorias trigonométricas de deformacion por

corte.

Para el estudio de vigas laminadas, las teorias trigonométricas mencionadas,
fueron aplicadas primeramente por Shimpi y Ainapure (2001) y posteriormente por
Arya et al. (2002). Shimpi y Ainapure (2001) formularon un elemento finito
unidimensional para vigas compuestas cross-ply de dos capas, simplemente apoyadas,
basado en una teoria trigonométrica multicapa de deformacion por corte que incorpora
una variacion sinusoidal de los desplazamientos en el plano a lo largo del espesor, con
tensiones de corte nulas en las superficies superior e inferior del elemento viga, que
muestra una distribucion real de las tensiones transversales. En este elemento, libre de
blogueo por cortante, se satisface la compatibilidad de desplazamientos en las
superficies correspondientes a las interfaces. Estos autores demostraron la convergencia
de sus resultados a traveés de ejemplos de vigas sometidas a flexion estatica y a

vibraciones libres.

Posteriormente, y para el analisis de flexion estatica, Ferreira et al. (2005) usaron
por primera vez una teoria trigonométrica de deformacion por corte para modelar placas
laminadas simétricas cuadradas, mediante un método meshless (sin mallado) basado en
funciones globales de base radial multicuadraticas, obteniendo muy buenos resultados.

La extension de la teoria trigonométrica para vigas (Arya et al., 2002) a placas
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laminadas, provee muy buenos resultados y muestra un excelente comportamiento
particularmente en tensiones de corte transversal. Luego, Roque et al. (2005) agregaron
el concepto de multicapa a la teoria para placas laminadas de Ferreira et al. (2005),
obteniendo muy buenos resultados en el analisis esttico de placas laminadas simétricas

de forma cuadrada.

A partir de los analisis estaticos detallados en el parrafo anterior, Xiang y Wang
(2009) presentaron por vez primera el analisis de vibraciones libres de placas laminadas
simétricas cuadradas, usando la teoria trigonométrica de deformacion por corte y
funciones de base radial multicuadraticas inversas, arribando a resultados 6ptimos de
frecuencias naturales de vibracion, para diversos parametros materiales y geometricos

(diferentes relaciones: lado/espesor).

Ghugal y Sayyad (2010) presentaron una teoria trigonométrica de deformacion
por corte para el estudio de la flexion estatica de placas gruesas isotropas rectangulares,
simplemente apoyadas, obteniendo valores de desplazamientos transversales en

excelente concordancia con los resultados exactos.

Es a partir del afio 2012, que se extendid el empleo de teorias trigonométricas de
deformacion por corte para el estudio de placas laminadas y placas sdndwich. En la
literatura se puede apreciar que su uso es muy reciente, y adquiere importancia, debido a

los excelentes resultados que se logran.

Recientemente, Mantari et al. (2012a) desarrollaron una nueva teoria de
deformacion por corte para placas laminadas compuestas y placas sdndwich, a partir de
una combinacion de funciones exponenciales y trigonométricas del espesor de la placa,
con la ventaja ya conocida de no requerir factor de correccién por corte. Posteriormente,
dichos autores presentaron por primera vez una teoria trigonométrica de deformacién
por corte para modelar este tipo de estructuras, cuadradas o rectangulares, en todos los
casos formulando un elemento finito discreto (Mantari et al., 2012b; Mantari et al.,
2012c). A estos estudios del comportamiento estatico, sumaron el analisis de
vibraciones libres de placas isotropas y laminadas (Mantari et al., 2012d), e incluyeron
luego placas inhomogéneas en las cuales las propiedades materiales varian
exponencialmente a lo largo del espesor, graded plates (Mantari and Guedes Soares,
2012).
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En la seccion siguiente se presenta una breve resefia de los estudios realizados

por diversos investigadores para el analisis de placas de formas arbitrarias.

2.4 PLACAS DE FORMAS DIVERSAS

Durante varias décadas el analisis de placas de forma arbitraria ha sido de interés
para el disefio estructural. El estudio de estas placas depende fuertemente de las
condiciones de contorno y de las formas geométricas. Se sabe que soluciones “exactas”
son posibles s6lo para un conjunto limitado de condiciones de contorno, relaciones de
espesor y formas geométricas simples (Timoshenko y Woinowsky-Krieger, 1959;
Bares, 1981; Szilard, 1974; Whitney, 1987; Qatu, 2004; Reddy, 2003).

La vibracion de placas delgadas de diferentes formas y configuraciones ha sido
extensamente estudiada y estd bien documentada. Los trabajos de Leissa (1969, 1978) y
de Blevins (1993), muestran que la mayoria de los resultados son para placas de
material is6tropo y forma regular, tales como: rectangular, triangular, circular o eliptica.
Bambill et al. (2002) analizan la vibracién de placas circulares y anulares con
anisotropia generalizada, mediante la aplicacion del método de Rayleigh — Ritz y
utilizando para la construccion de las funciones coordenadas un parametro de
optimizacion exponencial de Rayleigh. Nallim y Grossi (2008) desarrollaron una

formulacién para placas elipticas laminadas.

Para el analisis de placas de formas diversas se aplican usualmente, distintos
meétodos numéricos, tales como el método de los elementos finitos, el método de las
diferencias finitas y el método de las bandas finitas (Szilard, 1974; Reddy, 1993; Reddy,
2003).

Saadatpour y Azhari (1998), utilizaron el método de Galerkin para realizar un
analisis de placas isétropas de forma general. Emplearon coordenadas naturales para
expresar la geometria de la placa en una forma simple. Realizaron el estudio estatico de
placas simplemente apoyadas empleando series trigonométricas para construir las
funciones de aproximacion. También determinaron las frecuencias naturales de
vibracion (Saadatpour et. al., 2000), utilizando funciones de peso obtenidas a partir del

método de los multiplicadores de Lagrange.
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Sin embargo, estudios sobre placas de forma cuadrilatera general o placas

poligonales, con longitudes de lado desiguales son bastante limitados.

Nallim et al. (2005) y Nallim y Oller (2008) presentaron una formulacion
analitica basada en la teoria clésica de placas, usando el método de Ritz en conjunto con
una transformacién de coordenadas, para el estudio del comportamiento estatico y

dindmico de placas laminadas cuadrilateras arbitrarias.

En cuanto al estudio de placas gruesas de geometrias generales, la
documentacién es ain mas escasa. Nguyen-Van et al. (2008) propusieron un elemento
cuadrilatero basado en la teoria de primer orden para el analisis de vibracion libre de
estructuras de placas laminadas y presentaron las frecuencias de vibracion obtenidas
para placas laminadas sesgadas. También basada en la teoria de primer orden, Liu et al.
(2008) presentaron una formulacion sin malla para el anélisis estatico y dinamico de
placas laminadas con presencia de perforaciones de distintas formas geométricas, en el

interior de su superficie.

Ramesh et al. (2009) presentaron un elemento de placa triangular de alto orden
basado en la teoria de deformacion por corte de tercer orden para el analisis de la
flexion de placas laminadas. Una interesante revision de los elementos finitos
formulados por diversos autores fue realizada por Zhang y Yang (2009). Alli se pone en
evidencia el extenso uso de la teoria de primer orden en la formulacion de elementos
finitos en su version h, asi como el creciente uso de teorias de orden superior para el
andlisis de placas laminadas. Recientemente, Zamani et al. (2012) presentaron una
transformacion de coordenadas combinada con las ecuaciones diferenciales que
modelan el problema de vibraciones libres, obtenidas a partir de la teoria de primer
orden, usando un método de cuadratura diferencial generalizada para la obtencion de las
soluciones. Asi, estudiaron las frecuencias naturales de placas laminadas trapeciales y
sesgadas con distintos parametros geomeétricos, diversas relaciones de aspecto y

condiciones de borde.

2.5 COMENTARIOS FINALES

El andlisis del comportamiento estatico y dinamico de placas anisotropas laminadas gruesas es
un problema de gran interés tanto en lo referente al disefio como a la optimizacion. A su vez, el analisis

estatico y/o dindmico de placas con formas geométricas diferentes de la rectangular es escaso, ain en el
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caso de isotropia. Se puede apreciar que la mayoria de los modelos desarrollados para
obtener soluciones aproximadas estan destinados al estudio de placas cuadrilateras
cuadradas o rectangulares, mayormente dirigidas a laminados cruzados, mientras que

estudios sobre placas cuadrilateras generales son limitados.

El método de los elementos finitos es el mas utilizado para resolver problemas
estaticos y dindmicos de placas con formas geométricas complejas, lo cual involucra un
proceso de discretizacion y generacion de mallas, que invariablemente conduce a
sistemas con elevado numero de grados de libertad, haciendo que sean especialmente
costosos cuando se trabaja en las etapas de disefio y optimizacion.

Por otro lado, la reciente aplicacion de la teoria trigonométrica de deformacion
por corte para el estudio de placas gruesas laminadas, documentada en articulos
cientificos, muestra excelentes resultados en lo que respecta a la obtencion de la
respuesta de este tipo de estructuras y estimula su uso. La teoria trigonométrica usada en
esta tesis conjuntamente con la técnica de mapeo de espacios y una formulacién de
elementos finitos, permite lograr un macro elemento jerarquico que, mediante el
proceso de ensamblaje correspondiente, puede ser utilizado para el estudio satisfactorio
de placas laminadas de cualquier geometria y condicién de contorno.

En funcion del estado del conocimiento resumido en este capitulo los aportes de

esta tesis se pueden dividir en tres partes:

e Se presenta el desarrollo de un algoritmo general basado en una formulacién
discreta que permite obtener la respuesta mecanica de placas laminadas. El
desarrollo comienza con la aplicacion de la teoria clasica de placas (CLPT),
generalizdndose luego mediante la implementacion de la teoria de primer orden

(FSDT) y finalmente la teoria trigopnométrica de deformacion por corte (TSDT).

e Se propone y formula un macro elemento finito jerarquico, obtenido empleando
polinomios de Hermite y de Gram-Schmidt (como funciones de enriquecimiento), y
mapeo de espacios, para representar la aproximacion de las componentes del campo

de desplazamiento del macro elemento completo.

e Seincluye el macro elemento formulado en un programa de elementos finitos capaz
de llevar a cabo el ensamblaje de dos o méas macro elementos, para obtener

respuestas globales de placas complejas. La posibilidad de estudiar estas geometrias
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arbitrarias con el minimo nimero de macro elementos, es decir sin necesidad de
densificar la malla de elementos finitos asi como la precision obtenida, representa
una de las mayores ventajas de la formulacion propuesta. Se minimiza de este modo
la entrada de datos para llevar adelante las operaciones numéricas, lo que facilita el
pre-proceso, lo cual es muy importante en problemas de disefio y optimizacion.
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CAPITULO 3

FORMULACION DE UN MACRO ELEMENTO
ENRIQUECIDO PARA PLACAS LAMINADAS DE
KIRCHHOFF

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el desarrollo y la formulacién de un macro elemento
finito jerarquico enriquecido, apropiado para el andlisis de placas laminadas delgadas.
Para el planteo del elemento se utiliza como marco general el Principio de los Trabajos
Virtuales (PTV) y se considera la cinematica correspondiente a la teoria clasica de
placas laminadas (CLPT). Mas adelante, en los Capitulos 4 y 5 se generaliza y extiende
esta metodologia para el estudio de placas gruesas. Paralelamente, y a efectos de que el
modelo propuesto pueda aplicarse a placas con formas diversas, como por ejemplo:
placas sesgadas, trapeciales o romboidales, se trabaja con coordenadas naturales,

incorporando la técnica de mapeo de espacios.

La idea que se sigue en este capitulo se explicd brevemente en el Capitulo 1 de
esta tesis. Los conceptos basicos surgen de considerar una extensién del enfoque
variacional que desarrollaron Nallim y colaboradores (Nallim et al., 2005; Nallim y
Oller, 2008 y 2010) para el analisis de placas delgadas. En estos trabajos se obtuvieron

formulaciones para placas cuadrilateras empleando el Método de Ritz en combinacién
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con conjuntos de polinomios de Gram-Schmidt como funciones coordenadas. Los
modelos obtenidos tienen la ventaja de ser robustos desde el punto de vista
computacional y, ademas, conducen a soluciones estables y convergentes. Sin embargo,
no es posible emplearlos de manera directa para formas mas complejas (formada por la
unién de distintas formas simples), ni tampoco para casos no lineales. Por esta razon, y
tomando como base los mismos conceptos empleados en los trabajos mencionados, se
propone la formulacion de un macro elemento finito que pueda luego ser ensamblado y

que parta del PTV para darle al modelo mayor generalidad.

El Método de los Elementos Finitos (MEF) puede ser considerado como un caso
especial de los métodos variacionales clasicos (Reddy, 1984c). La principal diferencia
radica en la seleccion de las funciones admisibles usadas en las series que aproximan la
solucion. Normalmente la estructura se divide en un ndmero de sub-dominios méas
pequefios Ilamados elementos finitos. Asi, la solucion es aproximada por funciones
(polinomios) localmente admisibles (Zienkiewicz y Taylor, 1991; Ofate, 1995; Reddy,
1993).

La precision de la solucion puede ser mejorada de dos maneras. La primera, y
mas comun, es refinar la malla de elementos finitos manteniendo el mismo grado de los
elementos usados. Esta forma es conocida como la version clésica o version-h del MEF.
La segunda forma implica fijar un tamafio de malla e incrementar el grado de las
funciones polindmicas de aproximacion. Este enfoque se conoce como version-p del

MEF o Método de Elementos Finitos Jerarquicos.

Maés recientemente una version hibrida, Ilamada version h-p, ha sido
desarrollada mediante la union de los dos conceptos previos y es esta idea la que se
utilizé en el desarrollo de la formulacion que se presenta en esta tesis. Para este fin, los
primeros cuatro modos de desplazamiento usados en la version h se mantienen.
Mientras que para los modos de orden mas alto (mayor que 4) se propone utilizar
polinomios generados mediante el proceso de Gram-Schmidt. Asi, el campo de
desplazamientos se define con los polinomios de Hermite y con polinomios ortogonales

para obtener un macro elemento finito jerarquico h-p.

Es necesario disponer de elementos enriquecidos con una mejor aproximacion

que los estandares para problemas de compuestos laminados con la finalidad de trabajar
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con mallas mucho menos densas, reduciendo no sélo los costes computacionales de

calculo sino también los de pre y post procesamiento.

En este capitulo se desarrollan las ecuaciones que gobiernan el problema para la
teoria considerada, se aplica la técnica de mapeo de espacios que permite resolver el
problema en una placa cuadrada en coordenadas naturales, se aproxima el campo de
desplazamientos con funciones de aproximacion que surgen de la combinacion lineal de
los polinomios citados, y se formula el macro elemento (Rango et al., 2009). También
se presenta en este capitulo el proceso de ensamblaje de los elementos formulados y se
analiza la eficiencia del mallado de estructuras laminadas de diferentes geometrias
(Rango et al., 2010, 2012a). La metodologia de ensamblado se desarrolla y se aplica al
estudio de la vibracion libre y andlisis estatico de placas elasticas y de espesor uniforme.
Esta metodologia es general y permite considerar ademés diversas condiciones de

contorno.

Se pueden determinar las frecuencias naturales, sus formas modales asociadas y
la respuesta estatica debido a cargas perpendiculares al plano medio. El analisis incluye
un estudio de convergencia variando el nimero de polinomios de Gram-Schmidt, que

permite concluir que la formulacion produce soluciones estables y convergentes.

3.2 CAMPOS DE DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES -
RELACIONES CONSTITUTIVAS DE UNA LAMINA
Asumiendo validas las hipotesis the Kirchhoff, enumeradas en la Seccion 2.2.1,

y considerando un elemento de placa delgada, cuadrilatero, de espesor &, el campo de
desplazamientos que fue definido en el Capitulo 2 (se repite para mayor claridad) esta

dado por:

u=—20w/0x

v=—20w/0y (3.2)
W = w,

donde wu,v son las componentes de desplazamiento en las direcciones z, yy w es el

desplazamiento transversal, el cual coincide con los desplazamientos transversales de

los puntos ubicados en el plano medio (w,).
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De acuerdo a las componentes del campo de desplazamiento dadas por las Ecs.

(3.1), el tensor de deformaciones resulta (se consideran pequefias deformaciones):

€. ou/0x —20°w / 0z° eV
€yt = ov /oy =1 —20w/0y" =z (3.2)
Vay Ou /0y + v /ox —220°w / 010y 70

1 1 1 H A
donde €', €'V, 4" se denominan curvaturas y estan dadas por

TT

el —0*w/ 0z’
el t=1 —0w/oy (3.3)
7 —20%w | 02y

La relacion entre las tensiones y las deformaciones, para la lamina k-ésima de

una placa anisétropa laminada (Figura 3.1), puede escribirse de la siguiente manera:

. _ _ _
*) Qu le Qm £

T T

Oy = C512 @22 @26 Eyy (3.4)
Tay @lﬁ é%’ éﬁb’ Vay

donde Qj (z‘, j=12, 6) son las rigideces reducidas transformadas que estan definidas

en el Anexo C de esta tesis (Reddy, 2003).

LI

t i1

Lo,

Figura 3.1. Esquema de laminacidn y definicion del sistema de coordenadas cartesianas en
un laminado simétrico
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3.3 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

En la teoria CLPT las deformaciones transversales ~,.,v,. Y €. son nulas por

yz

hipotesis. En consecuencia, las tensiones de corte transversales 7. y 7, son nulas para

un laminado de capas ort6tropas si se computan a partir de las relaciones constitutivas.

La tension normal o es distinta de cero segun las relaciones constitutivas, debido al

efecto Poisson. Sin embargo, estas tres tensiones no entran en la formulacion porque la
energia virtual de deformacion de las mismas es nula, debido al hecho de que las

deformaciones  virtuales cinematicamente  consistentes deben ser  cero

(6%% =0, vy, =0, o, :0). Estén o no presentes en la teoria, las tensiones

transversales existen en la realidad para mantener la placa en equilibrio. Ademas, estas
componentes de tension deben ser especificadas en los bordes. Asi, las tensiones
transversales deben ser tenidas en cuenta en las condiciones de borde y el equilibrio de
fuerzas (Reddy, 2003; Altenbach, 2004; Whitney, 1987).

Las ecuaciones que gobiernan el problema pueden derivarse usando el Principio

de los Trabajos Virtuales:
U + 6V =W =0 (3.5)

donde 6U es la energia virtual de deformacion, 6V es el trabajo virtual realizado por

las fuerzas aplicadas y 6W es el trabajo virtual de todas las fuerzas del sistema.

La version dindmica del Principio de los Trabajos Virtuales esta dada por:
T
0= fo (8U + 6V — 6K )t (3.6)

donde 6K es la energia virtual cinética del sistema mecanico.

La energia virtual de deformacion, considerando el aporte virtual de las

componentes de deformacion (o tension) que son no nulas de acuerdo a la CLPT, esta

dada por:
h/2
(5U = f f (O-:mégm,r + O-yyégyy + Tmy57:Ey>dz d.’l}'dy (37)
R —h/2

Reemplazando la Ec. (3.2) en la Ec. (3.7) se obtiene:
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h/2

R |-h/2
donde R es el &rea del plano medio de la placa en coordenadas cartesianas (Figura 3.2).

La expresion del trabajo virtual realizado por las fuerzas externas esta dado por:

h/2

= —fq z,y)bw, (z,y)dedy — f f (Gmbu, + Tusbu, + Tn:bw, ) dzds (3.9)

T —h/2

donde: n,s son las direcciones normal y tangente al contorno de la placa,

respectivamente, como se muestra en la Figura 3.2, Y Gwm, Tns, Tn: SON las
componentes de tensiones especificadas en la porciéon I" del contorno.

Reemplazando las expresiones de Ec. (3.1) en Ec. (3.9) se obtiene:

= —fq z,y)ow, (z,y)dxdy — fhf Omn [— M]—i—n; —2z aawo]—l—ﬂzéwo dzds
o (3.10)
La energia virtual cinética puede escribirse como:
Y0, 98w, | O, 08
5K = { 7 J; 2 ple[ 5;’;0 a;"o + 8120 82”0]+w05w0 12 dady (3.11)
donde p es la densidad del material de la placay w, = %

Sustituyendo las expresiones de 6U , 8V y 6W dadas, respectivamente, por las
Ecs. (3.8), (3.10) y (3.11), en la Ec. (3.6) y aplicando los pasos comunes del calculo de
variaciones a la expresion de los trabajos virtuales se llega a la ecuacion de Euler-
Lagrange (Reddy, 2003):

82Mm oM, oM, o (0
2 Ty TG T hge

w, 0w,

ox’ oy’

donde:
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M, h/2 | O Io h/2 (1
Myy = f T, zdz , 11}: f 2 pdz
—h/2 2 —h/2

M Ty

Los términos relacionados con 1, son los llamados términos de inercia rotatoria,

generalmente despreciados cuando se trabaja con placas delgadas. Estos términos

pueden contribuir a modos de vibracion o frecuencias de orden superior.

Figura 3.2. Designacion de las direcciones 71, $ normal y tangente al
contorno de la placa. (Adaptado de Reddy, 2003)

Las condiciones de borde naturales estan dadas por (Reddy, 2003; Nallim,
2003):

QTL - Qn = 07 Mrm - Mrm = 07 M - M == O (313)

ns ns

en el borde IT', donde:

0,

% Y,y 8$ Yy, Y Y, T

Q=\M,. +M +Ig%]nx+[M +M 41,

donde n,,n, son las componentes del vector normal unitario al contorno de la placa.

Las variables primarias (desplazamientos generalizados), correspondientes a la

teoria clasica de placas laminadas son: wo,awo/an y 8w0/8s y las variables

secundarias (fuerzas generalizadas) son: @,, M, y M, . Teniendo en cuenta la

nn

condicion de borde libre, V. =@, + agi = @, las condiciones de borde finalmente
son (Reddy, 2003; Nallim, 2003):

ow, :
Wor 2 (esenciales), V,, M, (naturales) (3.15)
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Lo presentado en esta seccion permite establecer cuales son las condiciones de
contornos esenciales o geométricas, asi como definir las variables primarias que se

aplican luego en la formulacion del macro elemento finito.

El desarrollo que se presenta en la seccion siguiente contempla el analisis
dinamico. Como caso especial, las ecuaciones de equilibrio estatico se obtienen
igualando a cero los términos que incluyen derivadas respecto del tiempo en la Ec.
(3.12).

3.4 ECUACIONES PARA EL ANALISIS ESTATICO

Para llegar a la ecuacion de equilibrio estatico y poder formular el macro
elemento, se reemplaza en la Ec. (3.6) las expresiones dadas por las Ecs. (3.7) y (3.10),
suponiendo todas las variables independientes del tiempo. La expresion asi obtenida

resulta:

-

R

h/2

f (UWCSEM +0,0¢, + Txy&ymy) dzdzdy — f q(z,y)dw,dzdy (3.16)
R

—h/2

Reemplazando en la Ec. (3.16) las expresiones de las tensiones dadas por la Ec.

(3.4) se puede escribir:

-

R

h/2

f < Ql lg.m 66.7,:1; —I— @12 gyy 68.7,:10 + @16 ,Y.ry 5820:1; +

—h/2

@12811:1:6€yy + Q2Q€yy6€yy + @267@6‘8;1/;1/ + @16611:1:679311 + @2681/@/671:1/ (317)

+Qﬁﬁ/}/wy6’ya:y) dZ] dxdy - f q <$7 y) 6w0dﬂ?dy
R

Si se reemplazan las expresiones de las deformaciones especificas de Ecs. (3.2)

y las virtuales correspondientes en Ec. (3.17) se obtiene:
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h/2 2 2 2 2 2 2
0w 86w o0 w, O°bw 0w, 06w,
f [Qll ? 8 0 0 +Q12 ? a 20 8 20 +Q162 28 80 8 20

|

R

h/2

— , 0™ 826111 9*w, O*6w J*w, 06w
2 U Wy o 2Y %o ¥ Y% 2 YV % Y Y%
+Q)yz 0 Q22 dy a2 By — o T (22 DzoY Dy ay + (3.18)
O*w, O*6w O*w, O*6w = 0w, 06w
2 U Wy 0 2 Y Wy 0 2 0 0
+Q162 92 020y +Q262 By 9% 020y + Q42 dz0y 8x8y]dz dzdy

— [ a(@,y) 8w dudy
R

La funcion incognita w,, que define los desplazamientos verticales del plano

medio de la placa, aproximada con funciones de forma admisibles (como se presenta en
detalle en las secciones siguientes), puede escribirse como el producto de estas

funciones por los desplazamientos nodales:

w, (z,y) = {N (z.9)} (e (3.19)
y del mismo modo:

Sw, (z,y) = {N (z,y)} {8c} (3.20)

En adelante se usara indistintamente {N (z,y)} =N, {6c}=éc, {c} =c.

Reemplazando ahora las expresiones de Ecs.(3.19) y (3.20) en la Ec. (3.18) e integrando

a lo largo del espesor de la placa se puede escribir:

82N82 9°N 6°N O*N
fD(Sc +D688+2D666
2
4Dy 5c3N3 ON 4 D,csc INON | op 5 IN ON
da” y a9y’ Oy dzdy (3.21)
9N 0N 9N 0N N °N '
+2Dyebe 3 55+ 2Dyebe 37 Dedy +ADebe g g drd

= f q(z,y)6cNdzdy
R

donde D, denotan las rigideces flexionales, torsionales y de acoplamiento
}1/2

D, = f @szgdz (Las mismas estan desarrolladas en el Anexo C de esta tesis)
7}1/2
Cancelando los desplazamientos nodales virtuales en ambos miembros, la Ec.

(3.21) se puede expresar matricialmente de la siguiente manera:
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N N _ N N
f{ 2 } D, D,, Dyl drdy{ct = fq(:r:,y)Nda:dy (3.22)
R

or* 0y>  0x0y oy’
16 26 D66 82N
0xdy
La Ec. (3.22) se puede escribir matricialmente como un sistema de ecuaciones
de la forma:
[K{cr = {F} (3.23)

donde [K] es la matriz de rigidez del sistema mecanico y esta dada por:

O°’N
9 9 Dll D12 DIG 0572
f{a N ON a N } Dy, Dy, Dy 0 lj dzdy (3.24)
a oz 0y 89081/ Jy
16 ‘D26 ‘DGG 82N
2
0xz0y |
y {F'} esel vector de fuerzas, dado por:
{F}= [ q(z.y)Ndzdy (3.25)
R

3.5 ECUACIONES PARA EL ANALISIS DINAMICO

A partir de considerar que 6V =0 en la Ec. (3.6), en ausencia de fuerzas
externas actuando en la placa, se obtiene la ecuacién de vibracion libre de la misma.
Reemplazando en la Ec. (3.6) las expresiones dadas por las Ecs. (3.7) y (3.11), se
obtiene:

/
f (amésm +o,0, + sz&yzy) dz]dxdy

—h/2

/ (3.26)
h/2

(1, D6, Db, DS |
‘{ 7!; s [8:1: J" Ty gy | T POz dudy} dt
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Como puede notarse, de acuerdo a lo desarrollado en la seccion anterior, el

primer termino del miembro de mano derecha conduce al producto [K|{c} {éc}.

Se asumen desplazamientos periodicos en el tiempo, en los que w es la
frecuencia natural de vibracion de la placa. Considerando la energia cinética maxima
correspondiente a un ciclo vibratorio y teniendo en cuenta las aproximaciones dadas por
Ecs. (3.19) y (3.20) se puede escribir la Ec. (3.26) como:

2 [ONY ,(ONY 2
P (%) +z (—] + (N)

/2
Oz[K]{c}{éc}—wgffp 3y

R —h/2

dz dxdy {c} {6c} (3.27)

Despreciando los términos de orden superior, por tratarse de placas delgadas,
integrando en el espesor y cancelando los desplazamientos nodales virtuales, se llega a:

0 ={[K]— f [ph(N)z}dxdy}{c} (3.28)

La Ec. (3.28) se puede escribir finalmente como:
{IK]—w* [M]}Her =0 (3.29)

donde [M] es la matriz de masa del laminado y esta dada por:

(M) = ph [ (N} dzdy (3.30)

R

3.6 DEFINICION DE LA GEOMETRIA DE LA PLACA

El método que se propone consiste en realizar una adecuada transformacion de
espacios, para formular y resolver el problema en un elemento de referencia. Para esta
transformacion se emplean coordenadas naturales (Zienkiewicz y Taylor, 1991), lo que
permite obtener un Unico macro elemento que representa a la placa completa. De esta
manera la placa real, de forma arbitraria, se convierte en una placa cuadrada de lados
rectos en el espacio ficticio como se muestra en la Figura 3.3. (Nallim et al., 2005,
2008). Se denomina placa de referencia, elemento generatriz o elemento mapeado a la
placa en el espacio ficticio.

La solucion por via analitica de placas de forma arbitraria es sumamente

complicada, y en la mayoria de los casos imposible de obtener, ain en el caso de
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material isétropo. Esto se debe, en parte, a la dificultad en la formacién de una simple y
adecuada funcion deflexion que pueda ser aplicada al dominio entero de la placa y que
satisfaga las condiciones de contorno. La transformacion de espacios que se emplea en
esta tesis permite, mediante el uso del macro elemento formulado, resolver el problema
planteado, tanto estatico como dindmico, de manera general, y luego mediante el

proceso de ensamblaje se pueden considerar geometrias mas complejas.

|

\\_/ i
dR = |3 dé dn

Figura 3.3. Transformacion de espacios. A la derecha: placa real.
A laizquierda: placa de referencia o elemento mapeado

o |

Sea una placa cuadrilatera arbitraria de lados rectos, que representa en
coordenadas cartesianas un dominio R. Las expresiones analiticas correspondientes a la
placa descripta pueden ser expresadas en otras variables mediante el uso de una
aplicacion que transforma un domino cuadrado R en el domino R (Figura 3.3). El
dominio R corresponde a la placa de referencia o elemento generatriz y esté definido en

sus coordenadas naturales por las simples ecuaciones de su contorno & =+1 vy

n==1.
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La aplicacién que realiza la transformacion entre R y R (0 lo que es

equivalente, entre (z,y) y (&,m)) estd dada por (Zienkiewicz y Taylor, 1991; Reddy,
1993):

= ZNi (&n)z,

4 (3.31)
Yy = ZNZ (€,n)yi

donde (:ci,yi)J =1,...,4 son las coordenadas de las cuatro esquinas de la regién R y

N, (&) son las funciones lineales de interpolacion o funciones de forma que definen la

geometria del elemento, y estan dadas por:
1
N, (&n) = 2 (1+0n)(1+£8) (3.32)

donde & y 7, son las coordenadas naturales de la i — esima esquina.

Las expresiones (3.31) relacionan las coordenadas cartesianas de un punto y las

naturales £ y 7. Esta relacion debe ser biunivoca, para lo cual debe cumplirse que el
determinante de la matriz Jacobiana de la transformacién de coordenadas zy — &n

(dicha matriz se define mas adelante) sea de signo constante en todos los puntos del

dominio transformado.

Puede demostrarse que en una transformacién paramétrica basada en funciones
de forma lineales (definidas por las expresiones 3.32), la condicion necesaria es que
ningun angulo interior (como el « de la Figura 3.4) sea mayor de 180° (Zienkiewicz y
Taylor, 1991; Onate, 1995).

Geometria en €l espacio ficticio Geometria en el espacio real

o < 180°

Figura 3.4.
Regla para la unicidad de la transformacién en elementos bidimensionales
(Zienkiewicz y Taylor, 1991)



42  Capitulo 3 — Formulacién de macro elemento enriquecido para placas laminadas de Kirchhoff

3.7 OPERADORES PARA LA TRANSFORMACION DE ESPACIOS

Como se menciond anteriormente, el objetivo de la transformacion de espacios
propuesta es aplicar la metodologia en la placa cuadrada de referencia (Nallim et al.,
2005; Nallim y Oller, 2008; Nallim y Oller, 2010). Para ello, es necesario escribir todas
las funciones y las derivadas, que se encuentran en las expresiones de las matrices de
rigidez (Ec. 3.24) y de masa (Ec. 3.30), y en el vector de fuerzas (Ec. 3.25) en las

coordenadas naturales (&,7), que son las variables en las que se definen las funciones

de soporte local y de enriquecimiento del macro elemento. Para esto se aplica
sucesivamente la regla de derivacion de funciones compuestas a la funcion incégnita w,
que define los desplazamientos verticales del plano medio de la placa, y se aproximara
mas adelante con funciones de forma admisibles. Entonces las derivadas parciales del

campo de desplazamiento se pueden escribir como:

dw _Owdr , Owdy
o  Ox 06 Oy 0&

3.33
du_gwor  dudy 539
dn  Ox On Oy JOn

O en forma matricial:

du] [0z Oylow]  [ow
oc| |o¢ &) ox o

= =1J 3.34
ou| |0z oy[ow ~"|ow (539
on on on|| 0y oy
donde J es la matriz jacobiana y sus elementos son:

Z TN, ¢ Z YN ¢
Z :BiNi.n Z yiNi,n

Las derivadas en las coordenadas del espacio real se obtienen invirtiendo la

Jl 1 Jl 2
J21 ']22

J= (3.35)

matriz jacobiana

Ow owl | Jn  _Jp| 0w
dx| 06 || 9] || o¢
ow| = |ow|™ gy Iy ||[ow (3.36)

oyl lon] [ 1 I o
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donde |J| es el determinante del Jacobiano de la transformacién de coordenadas

naturales a cartesianas:

or 0Oy
o o€
Oor Oy
o o

9=

(3.37)

Al aplicar nuevamente la regla de derivacion de funciones compuestas a las

funciones definidas en las Ecs. (3.33) y operando algebraicamente (Nallim, 2003) se

obtiene:
0w O*w Pz Dy
o0z’ o€ o€ € |1, Jy
aQw - <J >—1 82w B 821: aQy |J| |J|
6y2 2 87]2 8772 8772 _ﬁ &
6211) 0211} 821' 823/ |J| |J|
donde:
o
oc)  10¢ o€ o€
’ 2 J121 J122
e R i e
o on on on
020z oyoy dwdy owoy| [ el
O¢ on  OE o A&y Iy B¢
Y.
821' 82x 821‘
8_52 — e 8_772 — Yo % = Juy
823/ aQy a?y
8_52 = Jl?.f? a_ng = Jogup @ = J22,£

J11J22 + J21J12

(3.38)

(3.39)

(3.40)

La expresion (3.38) puede escribirse de una forma mas compacta de la siguiente

manera (Nallim y Oller, 2008):
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62w 827,0

oz’ o€’

O*w O*w
=0p"

31/2 [ p ] 6772

0w O*w

0z0y 0&0n

(3.41)

donde [Op™] y [Op®] son los operadores que permiten realizar la transformacion de

espacios y estan dados por:

/ ! ! -
a, a, —ag i=1

op®) =l e b 0p®] = | St

/ / /
—C¢ =6 G

y las componentes de los operadores estan dados por:

/ J§2 I J122 / J12<]22
= T2 = T2 = 2—

R T

N S R

B T
¢ = J21J22 ¢ = J11J12 ¢ = J11J22 + J12J21

1 |J|2 Y 2 |J|2 Y 3 |J|2
O/ _ _J11.5J22 + ']12,5J21 O/ _ _J21,7;J22 + J22,7;J21

1 J| i |Ji ’
61/ _ J11,5J12 - Jm,g‘]n : @/ _ J21.,n<]12 - J22,nJ11 : 6; _

91 9]

3

Do

1

> biB,

! (3.42)
=1
3
—> b
i=1
(3.43)
I _ Jn,nJm - J22.5J21
’ |J]

_Ju,njm + J22.,§J11
7|

Por otra parte, de la teoria de funciones de varias variables, se sabe que el

diferencial de area en coordenadas naturales esta dado por:

dudy = || dédn

(3.44)
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3.8 MATRICES ELEMENTALES EN COORDENADAS
NATURALES
La aproximacion del campo de desplazamientos del macro elemento, cuya
funcion incognita es w (w = w, por Ec. (3.1)), puede representarse mediante una serie

finita de m modos en la direccion £,y n modos en la direccion 7 :
w(&n) =YY e;p (g, (n) = {N(&n)}Her (3.45)
1 1

donde {N(&,m)} es el vector fila de las funciones de forma, dado por:

{N<§7 77)} = [p1Q1 y D19y D145, P14y P1G55--+5 P14,
D24y, Polsy Doqsy Palys Polss---5 Padys

(3.46)
Pytlis Patlys Psss Patlys Dl r--s Palls-++»

pmql’ pmq27 pmq3’ pmq4’ pmq57 R pmqn]

donde p,(&)y q;(n) (i,j =1...4) son polinomios de Hermite y p,(&) (z': 5m) y
q;(n) (j = 5...n) son polinomios de Gram-Schmidt, los cuales se desarrollan en la

proxima seccién de este capitulo, y

T
{c}:{011,012,013,...,01”,021,022,023,...,02",07”1,%2,cmg,...,cm,n}(mxmxl es el vector de

desplazamientos incognitas.

A partir de la Ec. (3.24) y la Ec. (3.45), e incluyendo el mapeo de espacios dado

por las Ecs. (3.41) y (3.44) se obtiene, en el dominio R (en coordenadas naturales), la

siguiente expresion para la matriz de rigidez del macro elemento finito:

Dll D12 DIG Bl
1 1
[KE]:II[BI B, B,||D, D, Dy|B,|J|dédn (3.47)
o D16 D26 D66 B3
donde:
82N 82N aZN 3 8N 3 aN
B :CLI ‘&7 4 ! ‘&7 —CZ‘/ & + CL./Oé-/ & + CL-I / &
1 1 862 2 67’]2 3 05877 ; [t 85 ; 1/81 877
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O°’N 9°N 3 ON 3

&n l & / én /1 &n Il
+0b =L — b +E b, v—-i-g b3
Lot ooy YT T4 &

0°N ON,,

B, =0/ o

(3.48)

2
B, =—¢ SR SR ONg, _ ic.’a.’—aNE” — ic.’ﬁ.’—aN&’
3 1 852 2 8772 3 8587] 10 85 i~ 877

=1 i=1

con a/,b/,cl,a, 0! (i =1...3) dadas por Ecs. (3.43) y N, = {N(&,n)} definida en Ec.
(3.46).

La matriz de masa del macro elemento finito se obtiene a partir de su expresion

en coordenadas cartesianas (z,y) dada por la Ec. (3.30), y las Ecs. (3.44) y (3.46) del
mapeo de espacios como:

1 1

(M) =ph [ [(N,,) N, 3] dedn (3.49)

-1 -1

El vector de fuerzas correspondiente a una carga transversal ¢(z,y) aplicada

sobre el macro elemento completo, se obtiene a partir de su expresion en coordenadas

cartesianas (z,y) de la Ec. (3.25) y reemplazando en ésta las Ecs. (3.44) y (3.46):

P = [ [a(N,,) |3ldgdn (3.50)

3.9 GENERACION DE LAS FUNCIONES DE APROXIMACION

Los cuatro primeros modos de desplazamiento del vector de funciones de forma
{N(&n)} se definen con las funciones de soporte local dadas por los polinomios de

Hermite, los cuales confieren desplazamientos y rotaciones unitarias en cada esquina del

elemento. Sus expresiones en coordenadas naturales &, 7, estan dadas por:

1 3 1, 1 3 1,
p1(£) 5 45 45 %(n) 5 477 477

1 1 1 1 . 1 1 1 1 .
p(§)==—=¢(—=+=¢ &m)==—=n—=n"+=7’

8 8 8 8 8 8 8 8 (3.51)

(5)_l+§5_153 ( )_l 3, 15 '
Dy 5 1 1 a;\n 5 477 477
1 1 1., 1,5 1 1 1, 1,

, =————¢(4+ =& 4+ — =————n+-0 +—=
2, (§) PRSI s g, (n) AU R
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En la Figura 3.5 se representan graficamente los polinomios de Hermite.

08 1 081

,6 1 0,6

04 1 04 1
021 02 1
1 0,5 Y 0 0,5 1 1 0,5 0 0,5
P (8) P, (§)
0,8 - 0,8 +
0,6 1
0,6
04
4
0,2 4
0,2 4
o 1 0‘,5 0,5
1 0,5 0 0,5 1
yZ (é) Py (f)

Figura 3.5. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Gram-Schmidt que se usan para enriquecer la aproximacion
del campo de desplazamientos, se generan utilizando un polinomio base que satisface
las condiciones de contorno geométricas correspondientes a una viga biempotrada, es
decir el polinomio y su derivada primera evaluados en los extremos -1 y 1 son nulos.
Asi, en coordenadas naturales &,n, el primero de estos polinomios para la direccion ¢

resulta:
ps (&) =1-2¢ +¢ (3.52)

El polinomio expresado por la Ec. (3.52) es el mas simple y de menor grado que

satisface las siguientes condiciones:

Ps (€)|5:71 =D (€)|5:1 =0
on.(©)f0c]  =[ow.(e)joc] =0

E=—1 £=1

(3.53)
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Los demés polinomios del conjunto {pi (5)} para i=6,...,m Se generan

utilizando el procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt (Bhat, 1985a y
1985b):

Ds (5) = (f - Be>p5 (f) ' Yo (f) = (5 - Bk)pkfl (5) —Cyps (5) (3.54)

donde

1

[eo©F s [en ©n ()
B, = 711 ) Ck == i

J(p€)) de [ (b (0)) dg

-1 -1

Luego, los coeficientes de los polinomios son recalculados de manera que los

polinomios resulten ortonormales:
[r©=1 (355)
—1

Los polinomios correspondientes a la coordenada 7 se generan usando el mismo

procedimiento.

En la Figura 3.6 se representan graficamente los polinomios de Gram-Schmidt

para la coordenada natural & .

1,0

1,0 05 1

0,51 - -
1 05 45 05

-1,0 4

Py (f) P (5)

1,0 4 1,01

0,5 1 S5

05 ] : 05

1,07 1,04

b; (é) Py (5)
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1

AT\ A

; 6:6 ‘ ‘ 6:0 ‘

4 v 05 ¢ \y - 05 A \tf/
1

JANWAN N
VAR 7 VANV VA VALY

Py (§) P> (§)

Figura 3.6. Polinomios de Gram-Schmidt

La generacion de estos polinomios con las formulas de recurrencia dadas por las
Ecs. (3.54) garantizan que todas las aproximaciones de orden mayor que cuatro tengan
desplazamiento y pendiente nulos en cada extremo del elemento. Esta caracteristica es
particularmente importante, ya que estos modos s6lo contribuyen o aportan al campo de
desplazamiento interior del elemento y, por consiguiente, no afectan al desplazamiento
a lo largo del borde del mismo. Sin embargo, cuando cualquiera de estos modos se usa
junto con los de Hermite, éstos se sumaran a los grados de libertad a lo largo del borde
del elemento. Por lo tanto, se puede simular condiciones de borde clasicas y, para juntas
internas, garantizar que las interfaces elemento-elemento sean conformadas totalmente.
En la Figura 3.7, a modo ilustrativo, se presentan algunas superficies generadas por los

productos de funciones de soporte local y polinomios de Gram-Schmidt.
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b, (5) gs (77)

Figura 3.7. Funciones enriquecidas
La componente del desplazamiento correspondiente a la direccion =z
(perpendicular al plano de coordenadas naturales (£,7)) estd dada por la funcién
incognita:

w=w, +w, (3.56)

donde w, corresponde a la contribucion de la combinacion de los polinomios de
Hermite que trabajan como funciones de forma (de soporte local) y w, corresponde a la

contribucion de los polinomios ortogonales generados mediante las formulas de

recurrencia de Gram-Schmidit.

3.10 ENSAMBLAJE Y ECUACIONES GLOBALES

Los macro elementos individuales desarrollados no pueden ser meramente
superpuestos para armar las matrices globales de rigidez y de masa, asi como el vector
global de fuerzas para el analisis de flexion estatica. Debe prestarse atencion a la
estructura interna de cada elemento en la matriz de rigidez, luego, esta estructura se

relaciona con la matriz de masa y con el vector de fuerzas (Bardell et al. 1995, Bardell
et al. 1996). Cada fila y columna de la matriz [KE] (Ec. 3.47) corresponden a un
determinado grado de libertad ¢, . El primer paso en el proceso de ensamblaje consiste

en separar estos grados de libertad en nodales (N), de borde (B) y puramente internos
(1), y luego reordenar los correspondientes elementos de la matriz de rigidez, de la

matriz de masa y del vector de fuerzas para llegar a:
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[NN] [NB] [NI] ]
|[K*|=|[BN] [BB] [BI] (PP =|[F"]
[IN] [IB] [H] [F']

Las variables primarias del problema (para la CLPT), deflexiones w, y giros

ow,

on
comunes de dos elementos; el ensamblaje de todos los elementos de una malla de

(Ec. 3.15) deben ser continuas en todo el dominio, incluyendo en los lados

elementos finitos estd basado en la continuidad entre elementos adyacentes de las
variables primarias y el balance de las variables secundarias. Esto exige, en la CLPT, la
continuidad de la deflexion transversal y sus derivadas primeras.

Las distintas condiciones de contorno deben ser aplicadas a la estructura general

formada por uno o mas macro elementos, eliminando de las matrices de rigidez global

[KG] y masa global [MG] las filas y columnas que corresponden a los grados de

libertad asociados con un lado simplemente apoyado, empotrado o libre, 0 un nodo con

apoyo simple. Esto brinda notoria flexibilidad en su uso.

Usando ahora las matrices globales de masa y rigidez en la Ec. (3.29), se

obtienen las frecuencias naturales de vibracion libre de la estructura:
{{£]-w[MC)H{c =0 (357)

En correspondencia con cada autovalor w se tienen los autovectores {cG}. Un
vector {cG} contiene coeficientes nodales, internos y de borde para cada macro
elemento de la malla de la estructura. Se deduce entonces que hay valores de {cG}
comunes a dos 0 mas elementos. Por lo tanto, el movimiento de cualquier punto (&,7)
de cada macro elemento puede calcularse sustituyendo el autovector {cE } apropiado,
junto con las funciones de forma asociadas p, (§)(i = 1,...,m) y ¢;(n)(j =1,...,n) en

la Ec. (3.45). Asi, se puede graficar la superficie deformada de cada elemento de la
estructura, satisfaciendo las condiciones de borde y continuidad entre ellos, y

obteniendo la deformada de la estructura completa. Mediante la transformacion inversa
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de coordenadas, la superficie deformada se grafica en coordenadas cartesianas (z,y)

utilizando como datos las coordenadas reales de la estructura mallada.

Para el analisis de flexion por carga transversal, la ecuacion matricial (3.23) que
define la relacion entre las cargas actuantes en los elementos y los desplazamientos para

la estructura ensamblada viene dada por:

(KO} =[] (359
Es necesario también, como se menciond anteriormente, ensamblar el vector de

fuerzas actuantes en cada macro elemento para resolver el sistema.

La Figura 3.8 muestra esquematicamente los pasos correspondientes al proceso
para el andlisis de una estructura genérica, de acuerdo a lo descrito en este apartado y a
las funciones de forma adoptadas para generar la formulacion de elementos finitos

enriquecida.

y w

nA
T
MEi Mapeo
¢
Ensamblaje
| - ~F g
Grados de libertad
w Ci15 Gy Cg1y Ca3
Nodales (N) ow [ 0¢ Ca1y Co3y Ca1y Cyg
dw /On Ci2) Cigy Gy C34
|| ¢ W Cyj 1=1...m
- Ow [ 9n Ci+1) j=1,3
orde (B) | - C; i=13
! dw [ O¢ Citn)j j=1.n
Internos (1) w, Ow/9E, dw /0N Cyj i,j=5,...,mmn

Figura 3.8. Esquema genérico para el armado de las matrices globales del
sistema mecanico en coordenadas naturales
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Finalmente, los esfuerzos de corte, normales y momentos, asi como las tensiones
y deformaciones especificas pueden ser obtenidos en todos los puntos de la estructura,

en términos de las componentes de los desplazamientos.

3.11 ESTUDIOS DE CONVERGENCIA Y VALIDACION

La metodologia desarrollada, asi como la formulacion obtenida en este capitulo
ha sido implementada en un programa desarrollado en lenguaje FORTRAN, con
archivos de salida que permiten su lectura en el programa MAPLE. A efectos de validar
la metodologia propuesta se realizan a continuacion una serie de estudios de
convergencia y Vverificacion que comprenden comparacion con resultados de otros
autores y una comprobacién empleando elementos finitos clasicos. Los ejemplos
presentados incluyen andlisis estatico y dinamico de placas con distintas

configuraciones mecanicas y geomeétricas.

3.11.1 PLACA CUADRADA CON BORDES LIBRES

Se realiza a continuacion un estudio de convergencia y verificacion de
coeficientes de frecuencias naturales de vibracion de una placa isotropa (coeficiente de
Poisson v =0.3), cuadrada de lado a y espesor h, que tiene todos sus bordes libres. El
estudio de convergencia se lleva a cabo incrementando el nimero de polinomios de

Gram-Schmidt utilizados para enriquecer la funcion de aproximacion.

En la Tabla 3.1 se resumen los valores obtenidos para las tres primeras
frecuencias de la placa, usando desde un polinomio de Gram-Schmidt hasta seis (se han
obviado los modos correspondientes a movimiento de cuerpo rigido). Se puede observar
que a partir del uso de tres polinomios, las frecuencias correspondientes tienden a
estabilizarse, observadndose ademas convergencia estable y sin oscilaciones. Por lo tanto
se puede concluir que en este caso el uso de tres polinomios de Gram-Schmidt produce

muy buenos resultados.

En las Figuras 3.9, 3.10 y 3.11 se muestran los graficos correspondientes a los
valores de las tres primeras frecuencias (Tabla 3.1) en funcién de la cantidad de

polinomios de Gram-Schmidt usados para determinarlas.
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N° de polinomios GS

Frecuencia 1

Frecuencia 2

Frecuencia 3

13,66017199812880

19,72569603350630

24,54120329821670

13,46872634009140

19,72569603350200

24,54120329821570

13,46872634008910

19,59627012183840

24,27068144154140

13,46823892637490

19,59627012183230

24,27068144155250

g B~ W N P

13,46823892643140

19,59613789234940

24,27020603500140

6

13,46820515604600

19,59613789231630

24,27020603502720

Valores de referencia

13,49

19,79

24,43

(Blevins, 1993)

[oh
Tabla 3.1. Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias w, = WZ_GQ ~ de placa FFFF
D

13,70

13,65 1

13,60 1

13,55 4

13,50 4

13,45

o
N
N
w
IN
o
o
~

Figura 3.9. Valor del coeficiente de frecuencia w; en funcién de la cantidad de
polinomios GS

19,74
19,72 A
19,70 A
19,68 A
19,66 1
19,64 1
19,62 A
19,60 4
19,58 T T T T T T

Figura 3.10. Valor del coeficiente de frecuencia w, en funcion de la cantidad de
polinomios GS
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24,56
2452 -
24,48 -
24,44 -
24,40 -
24,36 -
24,32 -
24,28 -
24,24

Figura 3.11. Valor del coeficiente de frecuencia v, en funcion de la cantidad de
polinomios GS

3.11.2 PLACAS CUADRADA Y TRAPEZOIDAL CON APOYOS
PUNTUALES

Se realiza a continuacion un estudio de convergencia y verificacion de las
frecuencias naturales de vibracion de dos placas de geometrias distintas, una cuadrada y
otra trapezoidal, del mismo material (is6tropo) considerado en la seccion anterior,

ambas con apoyos puntuales en sus cuatro esquinas (ver Figura 3.12).

4 A
a a2 a/2
4 4
(4) (3) (4) (3)
a a
(1) (2) z (1) (2)

Figura 3.12. Placas con longitud de referencia a para estudio de convergencia

En las Tablas 3.2 y 3.3 se resumen los valores obtenidos para las cuatro primeras
frecuencias de la placa cuadrada (comparados con los valores de referencia de Blevins,
1993) y de la placa trapezoidal, respectivamente, usando desde uno hasta seis

polinomios de Gram-Schmidt. Se puede observar que a partir del uso de tres
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polinomios, las frecuencias correspondientes tienden a estabilizarse, de manera similar

al caso tratado en la sub-seccion anterior. Por lo tanto, se puede concluir que el uso de

tres polinomios de Gram-Schmidt produce muy buenos resultados.

N° de polinomios GS Coef. de Coef. de Coef. de Coef. de
frecuencial | frecuencia?2 | frecuencia3 | frecuencia 4
1 7,111799040 | 16,015934980 | 16,015934980 | 19,725696033
2 7,111799040 | 15,771568309 | 15,771568309 | 19,725696033
3 7,110934975 | 15,770464446 | 15,770464446 | 19,596270121
4 7,110934975 | 15,770314022 | 15,770314022 | 19,596270121
5 7,110891519 | 15,770265288 | 15,770265288 | 19,596137892
Valores de referencia
7,12 15,8 15,8 -
(Blevins, 1993)
Tabla 3.2. Valores de los cuatro primeros coeficientes de frecuencias @; = wiaQ p;
de placa cuadrada apoyada en sus esquinas
Ne de polinomios GS f Coef. de Coef. de Coef. de
recuencial | frecuencia2 | frecuencia3
1 7,753119271 | 16,316619628 | 20,560814687
2 7,739953370 | 16,020258148 | 20,326099701
3 7,738827873 | 16,009042506 | 20,305469797
4 7,738388750 | 16,007996268 | 20,304515873
5 7,738252166 | 16,007849950 | 20,304057988
Tabla 3.3. Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias &, = wiaQ pDh

de placa trapezoidal apoyada en sus esquinas

En las Figuras 3.13 y 3.14 se muestran los gréaficos correspondientes a los
valores de las tres primeras frecuencias de la placa cuadrada (Tabla 3.2) y de la placa
trapezoidal (Tabla 3.3) respectivamente, en funcién de la cantidad de polinomios de

Gram-Schmidt usados para determinarlas.

Frecuencia 1 Frecuencia 2 - Frecuencia 3 Frecuencia 4
7,40 16,10 19,80
7,30 16,00 19,70 ¢ 4
7,20 15,90 N\ 19,60 N .
7,10 * * 15,80 \\ b 19,50
7,00 T T T 15,70 T T T 19,40 T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Figura 3.13. Valor de los coeficientes de frecuencia w, , W, y W,
de placa cuadrada en funcion de la cantidad de polinomios GS
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Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
8,00 1640 20,60 -
7,90 16:%0 20,50 -
7.80 iij \ 20,40 |
7,70 1600 N\ R 20,30
7,60 . . 1590 20,20 . .
1 2 3 5 2 3 1 2 3

Figura 3.14. Valor de los coeficientes de frecuencia w,, W, y W,
de placa trapezoidal en funcién de la cantidad de polinomios

3.11.3 VALIDACION DEL ENSAMBLAJE

En este apartado se presenta un estudio de convergencia y verificacion de las
frecuencias naturales de vibracion y de las deflexiones estaticas de una placa dividida en
dos macro elementos de distintas geometrias. Se considera un material isétropo con
coeficiente de Poisson v = 0.3. La estructura tiene cuatro apoyos puntuales, ubicados
en las esquinas 3 y 4 del elemento ME1, y en las esquinas 1 y 2 del elemento ME2 (ver
Figura 3.15).

N ¥ o
(4) (3)
a
ME1
5s ( )
(4) (3)
¢ ME2
(1) (2)
 § s - . s -
€T €T
a a

Figura 3.15. A la izquierda: placa para estudio de convergencia.
A la derecha: placa discretizada en dos macro elementos

El estudio de convergencia se lleva a cabo incrementando el nimero de

polinomios de Gram-Schmidt utilizados para enriquecer la funcién de aproximacion. El
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programa desarrollado calcula las matrices elementales de rigidez y de masa, y los
vectores elementales de fuerza y luego los ensambla a partir de igualar los
desplazamientos y giros que se relacionan con el lado que comparten los dos elementos.
Las condiciones de borde son tenidas en cuenta, como es usual en elementos finitos, en

las matrices y vector globales de la estructura.

0
. N Qe Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3 Frecuencia 4

polinomios GS

1 2 33444 6,94634 8.64661 1471341

2 233429 6,93137 8,64058 14,53915

3 233421 6,93130 8,63918 14,52755
(28{)&;?(: n?gfos) 233076 6,75273 8,65357 14,38109

2 |ph

Tabla 3.4. Valores de los cuatro primeros coeficientes de frecuencias @; = wa” [
D

de la estructura de Fig. 3.15

En la Tabla 3.4 se resumen los valores obtenidos para las cuatro primeras
frecuencias de vibracion libre de la estructura, usando desde un polinomio de Gram-
Schmidt hasta tres, y se muestran los valores de referencia que se obtienen del analisis
con elementos finitos convencionales (shell element de 4 nodos) llevado a cabo con el
programa comercial SAP 2000 version 11 (CSI Analysis Reference Manual, 2007), que
se realizd mallando la estructura en 200 elementos finitos clasicos. Se puede observar
que a partir del uso de dos polinomios de Gram-Schmidt las frecuencias
correspondientes tienden a estabilizarse observandose, como en los casos anteriores,

convergencia sin oscilaciones.

N° de polinomios punto a punto b punto ¢ punto d
GS (0.58,0) (a,0.5a) (a,a) (0.8a,1.8a)

1 0,02571 0,16359 0,22890 0,07628

2 0,02571 0,16359 0,22889 0,07645

3 0,02566 0,16354 0,22886 0,07657

Valor SAP 0,02511 0,16954 0,24003 0,078367
(200 elem.)

N° de polinomios Punto e punto f punto g punto h

GS (0.375a,2a) (0,1.58) (0,a) (0,0.5a8)

1 0,00936 0,17479 0,24469 0,17437

2 0,00939 0,17482 0,24473 0,17438

3 0,00936 0,17483 0,24474 0,17438

Valor SAP 0,00885 0,17008 0,23737 0,16967
(200 elem.)

D
Tabla 3.5. Valores de los coeficientes de deflexion @ (z,y) = w (z,y) — de la estructura de Fig. 3.15
qa
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En el caso de las deflexiones estéaticas, los resultados adimensionalizados son los
que muestra la Tabla 3.5, para diversos puntos de la estructura, para los cuales se
especifican sus coordenadas cartesianas en funcion de la longitud a. Anélogamente, se
observa una convergencia estable y muy buena concordancia con los resultados

obtenidos cuando se usan elementos finitos en su version h.

3.12 EJEMPLOS NUMERICOS CON UN MACRO ELEMENTO

3.12.1 PLACA CUADRADA CON DIVERSAS CONDICIONES DE
BORDE

En esta seccion se presentan las frecuencias naturales, las formas modales y las
lineas nodales asociadas, correspondientes a placas isotropas totalmente libres (Figura
3.16) y con apoyos puntuales en sus cuatro esquinas (Figura 3.17) y en tres esquinas

(Figura 3.18), obtenidas formulando estas placas como macro elementos.

w, = 13.468205*

Figura 3.16. Frecuencias naturales, formas modales y lineas nodales asociadas para placa totalmente
libre. *No se muestran las que corresponden a movimiento de cuerpo rigido
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&, = 24.270206

Vatav
%5
SO
BN
B
QUK
e
0

WA CHoRCHI
o

O
0:’0
W

&, = 34.800942

Figura 3.16. Continuacién

—_—— ——
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@, = 7.110892
@, = 15.770252
&\\ o
N
\
A\
\\

Figura 3.17. Frecuencias naturales, formas modales y lineas nodales asociadas para placa con apoyos puntuales en
sus cuatro esquinas
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&, = 38.431639

nm == = —————————\,i vvvvvvv e
| N o O

nm

Figura 3.17. (Continuacion)

&, = 3.297889

Figura 3.18. Frecuencias naturales, formas modales y lineas nodales asociadas para placa con apoyos
puntuales en tres esquinas
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@, = 9.893316

WO

el
A
9
1 ’%Q‘Q:"
R
(AAKA %%‘"

@, = 15.770251

5, = 19.596138

&
1 \
XROOOO —
R
XIS - N
S o —

o, = 41.840082

Figura 3.18. Continuacion
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Figura 3.18. Continuacion

3.12.2 PLACA CUADRILATERA GENERAL

En este apartado se presentan las frecuencias naturales, las formas modales y las
lineas nodales asociadas, correspondientes a la placa isotropa que se muestra en la
Figura 3.19, con apoyos puntuales en sus cuatro esquinas. Los resultados se lograron
usando los cuatro polinomios de Hermite mas tres polinomios de Gram-Schmidt.

y“

a/3 a/2 _ a/6
\ 3

(1) 2 =z

Figura 3.19. Placa cuadrilatera con apoyos puntuales en sus cuatro esquinas. a = 2b

Los valores de los tres primeros coeficientes de frecuencia para esta placa son

los que se resumen en Tabla 3.6:

Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3

14,9622432189 36,7040088409 59,6808134212

/ h
Tabla 3.6: Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias &; = wiaQ adl de placa Fig.3.19
D
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Las formas modales y las lineas nodales asociadas se muestran en Fig. 3.20, Fig.
3.21y Fig. 3.22.

1]
05 04 03 032 0.1
i

Figura 3.22. Forma modal y lineas nodales asociadas a w,

3.13 EJEMPLO DE ENSAMBLAJE EN PLACA LAMINADA

Finalmente, en esta seccion se presentan las frecuencias naturales y las
deflexiones estaticas debidas a una carga transversal uniformemente distribuida,
correspondientes a la placa que se muestra en la Figura 3.23a. Se consideran las
condiciones de contorno que muestra la figura mencionada y se presentan los resultados
correspondientes a material isotropo con coeficiente de Poisson v =0.3 y a un

laminado de tres capas de E-glass/epoxi, con secuencia de apilamiento (0,3,0). Las
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propiedades materiales de cada lamina del laminado son: E, =60.7 GPa,

E, =248 GPa, G, =12 GPa y v, = 0.23.

En este caso, la placa ha sido discretizada en dos macro elementos como se

observa en la Figura 3.23b.

g
b 3
a

Ta
| | ‘ !
Figura 3.23a Placa con lados empotrados y libres
Yy
/g
Y e
f’/””’ %a

| ‘ ‘

a ‘ a
Figura 3.23b Placa discretizada en tres macro elementos

Los valores de los tres primeros coeficientes adimensionales de frecuencia para

la placa, tanto is6tropa como laminada, son los que se resumen en Tabla 3.7.
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Frecuencia 1

Frecuencia 2

Frecuencia 3

Frecuencia 4

Placa is6tropa 23,51056 31,91444 42,73982 55,73500
Placa laminada
(0,30,0) 39,20399 57,22469 81,67730 103,89193
(0,45,0) 39,35864 57,38914 81,81391 104,27141
(0,90,0) 39,93704 57,82626 82,06063 105,34113
Tabla 3.7 Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias &, = wiaQ [z

de la estructura de Fig. 3.23

En las Figuras 3.24 a 3.27, con fines ilustrativos, se muestran las formas modales

asociadas de la placa isétropa (se tomdé como ejemplo una longitud caracteristica

a=4).

[

¥

-

Figura 3.26. Forma modal asociada a ,
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©
‘FJ_‘__,_,W
/’_“\
\
i

“'\1 e

Figura 3.27. Forma modal asociada a w,

En la Tabla 3.8 se muestran valores de deflexiones estaticas para ciertos puntos
de la estructura, los cuales se identifican a través de sus coordenadas cartesianas. Los
resultados corresponden a una carga vertical uniformemente distribuida, tanto para la
placa de material is6tropo como laminada de tres capas (con angulos de inclinacién de
las fibras G = 30°, B =45°y B =90°).

punto a punto b punto ¢ punto d
(2a,0.25a) (a,0.5a) (0.5a,0.5a) (a,0.25a)
Placa is6tropa 0,000806745 | 0,003003683 | 0,001937195 0,001435145
Laminado (0,30,0) | 0,002117481 | 0,006856578 | 0,003987181 0,003309322
Laminado (0,45,0) | 0,002116139 | 0,006815916 | 0,003964420 0,003289367
Laminado (0,90,0) | 0,002036793 | 0,006608259 | 0,003875722 0,002899421

Tabla 3.8: Valores de los adimensionales de deflexion w = w D/(qa4) de la estructura de Fig. 3.23

Para el caso de material istropo es D = Eh’ /12(1 —v*) y para anisotropo es

D=En/12(1

_V12V21>'

3.14 CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo se presentd el desarrollo, formulacion y las bases de la
implementacién computacional de un elemento finito enriquecido. Se ha formulado el
elemento partiendo de su aplicacion a placas delgadas isotropas y anisotropas
laminadas, con esquema de laminacion simétrico. Se ha demostrado, a través de
ejemplos aplicados al analisis estatico y dindmico que se obtienen muy buenos
resultados, tanto en el uso de un unico macro elemento, como en el caso de estructuras
ensambladas. Ademas, es posible alcanzar una buena precision usando un nimero bajo
de polinomios y sin necesidad de densificar el mallado, ventaja ésta de notoria utilidad
ya que permite reducir los tiempos de célculo y el costo computacional de pre y post
proceso. Los desarrollos realizados en este capitulo sirven de base para la formulacion

de los modelos para placas gruesas que se proponen en los Capitulos 4 y 5 de esta tesis.
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CAPITULO 4

FORMULACION DE UN MACRO ELEMENTO PARA EL
ANALISIS DE PLACAS LAMINADAS GRUESAS: TEORIA
DE PRIMER ORDEN

4.1 INTRODUCCION

Este capitulo estd referido a los desarrollos correspondientes a placas gruesas
empleando la Teoria de Primer Orden de Deformacion por Corte (FSDT). Esta teoria,
propuesta por Reissner (1944, 1945) y Mindlin (1951), ha sido ampliamente usada para
formular modelos para el anélisis de placas laminadas. Kim y Gupta (1990) estudiaron
los efectos del esquema de laminacion y el acoplamiento extension-flexion en las
frecuencias bajas de vibracion y las correspondientes formas modales, analizando la
vibracién libre de placas compuestas usando método de elementos finitos con funciones
de interpolacion cuadraticas. Niyogi et al. (1999), a partir del uso de la FSDT,
predijeron la respuesta de placas gruesas laminadas sometidas a vibracion libre y
forzada.

A pesar de requerir factores de correccion por corte, para compensar el error de
asumir la distribucion constante de las tensiones tangenciales en el espesor, esta teoria
continla siendo de interés para el desarrollo de diversos modelos, debido a su
simplicidad y bajo costo computacional. Numerosas investigaciones han demostrado



70 Capitulo 4 — Formulacion de macro elemento para andlisis de placas laminadas gruesas. FSDT

que la FSDT es adecuada para el estudio del comportamiento estructural global de
placas (por ejemplo, determinacion de deflexiones transversales y frecuencias
fundamentales de vibracion, fuerzas y momentos resultantes). Diversos investigadores
han propuesto soluciones numéricas y analiticas para el estudio de placas laminadas,
obteniendo muy buenos resultados (Nguyen et al., 2005, 2008; Ferreira y Fasshauer,
2007; Daghia et al., 2008; Fares and Elmarghany, 2008; Liu et al., 2008; Xiang, 2009;
Bodaghi and Saidi, 2010).

Whitney (1987) y Reddy (2003) proponen soluciones cerradas para placas
laminadas basadas en la FSDT, para condiciones de borde simples y esquemas de
laminacion particulares. Otras soluciones analiticas obtenidas con el método de Ritz,
emplean funciones viga trigonométricas o hiperbdlicas para construir las funciones de
forma aproximadas. Sin embargo, estas aproximaciones, empleadas en placas con
anisotropia general, conduce a momentos resultantes que oscilan alrededor de un valor

relativamente constante (Nallim y Grossi, 2003).

En este capitulo se presentan dos formulaciones. Por una parte, se emplea la
FSDT en conjunto con el método de Ritz y polinomios ortogonales caracteristicos para
obtener una solucion analitica general aproximada, para el estudio del comportamiento
estatico de placas compuestas laminadas arbitrarias, considerando todas las
combinaciones posibles de condiciones de borde. En esta formulacion se incluyen todos

los efectos de acoplamiento, axil-flexién, axil-corte y flexion-torsion.

Por otra parte, se presenta el desarrollo de un macro elemento finito enriquecido
basado en la FSDT, para el analisis de placas gruesas laminadas de formas geomeétricas
complejas. Del mismo modo que en el Capitulo 3, para la obtencién del modelo se
trabaja con coordenadas naturales para aproximar la geometria de la placa. Se utilizan
como funciones coordenadas polinomios de Hermite y polinomios ortogonales
generados con las formulas de recurrencia de Gram-Scmidt. Mediante este
procedimiento se obtiene una herramienta general, apropiada para estudiar el
comportamiento estatico y dinamico de placas laminadas con diferentes combinaciones

de condiciones de contorno.

Para mostrar la precision de las metodologias desarrolladas, se presentan
estudios de convergencia y comparaciones con resultados publicados por otros autores.

Algunos casos seleccionados se presentan de manera ilustrativa en graficas
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bidimensionales zy y también por medio de tablas. Los resultados incluyen placas

laminadas con secuencias de laminacion general, condiciones de contorno no simétricas

y bordes libres.

4.2 FORMULACION BASADA EN EL METODO DE RITZ

4.2.1 COMPONENTES DEL FUNCIONAL DE ENERGIA

En esta seccion se trabaja con una placa laminada de forma rectangular, como se
muestra en la Fig. 4.1. Se considera ademas que la secuencia de apilamiento puede ser
arbitraria, incluyendo los casos de laminacion simétrica y no-simétrica. El espesor del

laminado es &, el plano z,y coincide con la superficie media de la placa, y el eje z es
perpendicular a dicha superficie. En cada capa del laminado 3 denota el angulo de

orientacion de la fibra y los ejes principales del material, en la direccion de la fibra y

perpendicular a ella, se indicancon 1 = L y 2 = T respectivamente.

Figura 4.1. Placa laminada rectangular.

En la Teoria de Primer Orden (FSDT) la cinematica de la placa esta gobernada

por los desplazamientos del plano medio w,,v,,w, Yy por las rotaciones ¢,,¢, dadas
por Ec. (2.3), que se escribe a continuacion para mayor claridad:
U(l‘, Y, Z) = Uo (x7 y) + ZQZ?,E(.Z', y)

v(z,y,2) = v (2,y) + 20, (z,y) (4.1)
w(x, Y, Z) = Wy (:E7 y)
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donde z es la coordenada del espesor, cuyo origen se encuentra en el plano de

referencia (Fig. 4.1).

Teniendo en cuenta la cinematica establecida y las hipdtesis basicas del la

FSDT, detalladas en la seccion 2.2.2, la energia de deformacion resulta dada por:

ff [au ] 6u0 021(. a2 81}0 Yy Ou, [ Ou, N OV,
11 12 8 ay 2 16 a ay (9;17
o0v, [ Ou, Bv 8u0 81}0
+ Ay
oy 83: 83:

] +kA44[¢ +g—w

Y
ow | 0w ow Ou, 0¢,
12k Ay 6, + |2+ 6, |+ &, + 28 pop T T
v [¢ 337}[829 ¢J A [¢ 8:1:] "oz Oz
0w 6, 06, 00) 00 09, o (O (06, 99,
oz 0y  Jz Oy dy 0 or | dy Oz

A, 06\ 0o, (0u, O,
]+2B%[ - [%Jr ¢”]+ ¢1’[ S ”]
oy |0y 0Oz ) 09yl|dy Oz

24—

-
(4.2)

Ou, v,
+a¢m[u+ v

Oor | dy Oz

Jdy O

¢, 00, 09,
or 0Oy 21 ay

ou, O,
+ 2366 +

Jdy Ox

2
+ Dll [%] + 2D12
oz

[ an, 2800 28]

or | dy O

3(/5 (b
oy o1

+2D

26 By )dx dy

+

a d)ll a ¢T a ¢y
Jdy Oz

o[

donde R es el area de la superficie mediay £, es el factor de correccion por corte que

puede estimarse a través de métodos especiales (Whitney, 1973, 1987).

En la Ec. (4.2) los coeficientes de rigidez extensional, de acoplamiento flexién -
extension, de rigidez flexional y torsional, y de cortante transversal, estan dados

respectivamente por:

n2 - L
(4,,B,,D,) = fm(l,z,z )Q,dz iy =1,2,6

v (4.3)
= Qs =45

h/2

donde @J son las rigideces elasticas reducidas referidas a las coordenadas =,y (ver

Anexo C).
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La energia potencial de la carga transversal ¢(z,y) distribuida sobre la superficie

de la placa laminada esté dada por:

V= —ff q(z,y)w dzdy (4.4)

422 CONDICIONES DE BORDE Y FUNCIONES DE
APROXIMACION

La respuesta mecénica de placas laminadas no simétricas es mas compleja que la
correspondiente a placas con secuencia de apilamiento simétrica, debido al
acoplamiento que se produce entre los desplazamientos coplanares y transversales. En
realidad, existen cuatro diferentes condiciones de contorno para cada una de las
condiciones denominadas clasicas: Simplemente apoyada (S), Empotrada (C) y Libre
(F) (Jones, 1999; Rango et al., 2012b). Las combinaciones de estas condiciones se

encuentran resumidas en la Tabla 4.1.

Cuando se aplica el Método de Ritz, s6lo es necesario que las funciones de
aproximacion escogidas satisfagan las condiciones de contorno geométricas o estables
del sistema mecénico (Rektorys, 1980; Wunderlich and Pilkey, 2003). Nallim et al.
(2003, 2005, 2008) demostraron, como se menciond anteriormente, que el uso de
polinomios ortogonales de Gram-Schmidt para el estudio de placas anisotropas es
altamente satisfactorio, ya que constituyen conjuntos linealmente independientes y
completos, produciendo convergencia estable a la solucién. Por otra parte no
sobreestiman la rigidez del sistema porque la convergencia es practicamente sin
oscilaciones, no so6lo para las respuestas globales de la estructura, sino también para
aquellas que involucran a las derivadas de los desplazamientos (resultantes en fuerzas,
momentos y tensiones). De acuerdo a lo expresado, se propone para aproximar las cinco
componentes del campo de desplazamiento las siguientes funciones:

=3 > e @

i=1 j=1
n_m

v, (2, Y) Z Z%Pz

21]1

w 1[}
w, (x,y) E E cip (@

i=1 j=1

(4.5)
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n m

z,y) = Z > crpl(x) 4 (y)

=1 j=1
n

=3 Em; crp (x) ¢ (y)

i=1 j
donde {p'*(z)}, {q;.')(y)}, (+) = o, v0,w,,4,,4,, SON conjuntos de polinomios

ortogonales generados por el procedimiento de Gram-Schmidt (Bhat, 1985a,b; Nallim

and Oller, 2008), c;, c;, cgj,cj}, cf} son los coeficientes desconocidos, y m, n son

los nimeros de polinomios ortogonales en cada direccion coordenada.

El primer miembro del conjunto de polinomios ortogonales, para cada una de las

5
direcciones coordenadas esta dado por p, () = Zaﬂ; y q(y Zbyl ' donde los

=1

coeficientes a;, y b, se obtienen a partir de satisfacer las condiciones de contorno
geomeétricas de la viga equivalente en cada direccion. Los demas elementos del conjunto
de polinomios ortogonales se construyen empleando el proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt, siguiendo el procedimiento indicado en el Capitulo 3, seccién 3.9.

Restricciones en el plano

Restricciones transversales al plano u,=0|N, =0|u, =0 |N =0

U
u,=0|u =0 |N_=0|N_=0

Empotrado: w = 0; ¢, =0 C: C, Cs Cs

Simplemente apoyado: w = 0; M = 0;¢, =0 S1 S S S

Libre: M =0, M =0, Q =0 Fi F, Fs Fs

Tabla 4.1. Notacion par las distintas combinaciones de contorno clasicas en laminados no-
simétricos, en las que 1 y s indican las direcciones normal y tangente a los respectivos bordes
de la placa.

4.2.3 APLICACION DEL METODO DE RITZ

El funcional de energia total para el andlisis estatico de la placa laminada

mostrada en la Figura 4.1 est4 dado por:

M=U+V (4.6)
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donde U es la energia de deformacion dada por la Ec. (4.2) y V' es la energia potencial
dada por la Ec. (4.4).

La aplicacién del Método de Ritz requiere la minimizacion del funcional de
energia (Ec. 4.6) con respecto a cada uno de los coeficientes desconocidos, de la

siguiente manera:

8]:[ = U, aH = 07 8]:[' = 07 8]]: = 07 a{/{i[ = 0 (Z7j = 17'”’m’n) (47)
ac dc; dc; c; on

Sustituyendo la Ec. (4.5) en la expresion del funcional (Ec. 4.6), y aplicando
subsecuentemente la Ec. (4.7) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

que gobierna el problema de la flexién estatica
[KKc}={F} (4.8)

donde {F'} es el vector de carga, [K] es la matriz de rigidez dada por:

] (k] (] (] (K
(K] (K] (K] (Ko
K] = (K] (K] [K;;;:; (4.9)
Kﬁk: [ L/kh
sim szf”
y el vector de coeficientes desconocidos es:
{e} = {esHen Hen e Hen ) (4.10)

Los elementos de la matriz de rigidez estan dados por:
K = A, [ [ pl'pliaje; dedy + A, [ [ (0!"pig}a)" + pipl"a)"a)) dudy
R R

+4y [ [ pipiala)” dudy
R
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Ky = A, f pi' D}y dedy + A, f | vl vl ajaidady

Ay f f pipia) ;) drdy + Ay, f f p;"pia;py" ddy
R
K;;Z;z =0, K;Z}h =0

Kji = B, f f p!" (" Ja)a}q; dzdy + By, f f P! (pi* Ja)a} ;" dzdy

+By f [ p(pi* J)q"q} dwdy + B, f | v Ja)a" vl dudy

Kl =By, [[ p/'piq)(q)” fb)dzdy + B, f [ p*plta} (g} [b)dzdy
R

+B, [[ pivia (@) [b)dady + B, f [ pipiia(q" fo)dwdy
R R

K = Ao [ oinia o oy + Ay [f G000+ ol sV oy
R

+ A f f P p'qq; dady

Ko = Buffpz P ( q}f/a dxdy + 16ffpl'"pk q.(qy /a dxdy

+By f [ pivi ) (q)" fa)dedy + B, f [ o' a(q}" fa)dzdy

K = B, f f pipid) (@ [b) /b dzdy + By f f P! " (g, /b dzdy
R

+ 5y f f p!'pi}(a," [b)dxdy + By, f f p!"p"q}(q;" [b)dxdy
R R

Ky, = Ay f f PP} drdy + A, f f P pi"q; ¢ dwdy

+4, f f (p"pia}a" + PP "y ) dzdy

K =k, | Ay f | v (0 fa)a) gy dedy + A, f | ol (v} Ja)a} gy dwdy
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Ky =k, | A, f f p'pid;" (a; /b Jdzdy + A, f f pl“pal (g /b)dxdy
R

K = kA f [ (v Ja) (v Ja)a aydudy + D, f [ 0l Ja) (0} J)a; g dwdy

+Dy f f ((p)™ /a)(pi’f Ja)aiq" + (o Ja) (0, Ja)a]" ;' )dudy

+D66ff pz q] ‘g, dzdy

K = kA, f f Ja)pia) (@' [b)dzdy + D, f f ' Ja)pa; (a" [b)dady
+D f f Ja)pi"a; (a;" [b)dxdy + D f f Japia)" (@ [b)dzdy
+Dy f [ (v Japla" ()" fb)dzdy

l]kh kA44ffpj”p,7f’ q] /b q, /b dxdy—kDszfpl e QJ (q}i%/b)d:cdy

+D26ff (p!'pi" (4} 0) (@i’ [0) + 0" pi (4] o) (@™ b))y

+Dy f f p!"p"(a) [b) (g [b)dxdy
R

4.2.4 RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion se presentan una serie de ejemplos numéricos que permiten
validar la formulacion desarrollada con el método de Ritz y demostrar el correcto
desempefio del algoritmo general obtenido para el analisis de placas laminadas no
simétricas. Se presentan resultados para laminados con diferentes condiciones de
contorno, relaciones de espesor y angulos de orientacion de la fibra. Para describir una
determinada configuracion de condiciones de contorno se emplea la siguiente
terminologia, por ejemplo: S;SiCiC; identifica a una placa con bordes simplemente

apoyados alolargode =0y x =a, Yy empotrado a lo largode y =0 e y =b; los
subindices i (i = 1,...,4) indican las restricciones en el plano de acuerdo a la Tabla 4.1.

Para los casos presentados en esta seccion, a excepcion de la comparacion realizada con

Moleiro et al (2008), todos los resultados corresponden a placas laminadas para las que
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se ha escogido un material grafito/epoxi con una relacion de ortotropia elevada
(E,/E,=40, G,/E,=G,;/E, =05, Gy /E,=0.6, v, =0.25). La rigidez de

referencia se define como D, = E/1* [12(1 — v,vy,).

En primer lugar se presentan estudios comparativos y analisis de convergencia
para evaluar la precision y estabilidad del algoritmo obtenido. La Tabla 4.2 muestra

resultados para laminados antisimétricos (3/— () con las siguientes condiciones de

contorno: S;S;C1Cy. Los resultados se presentan para la deflexion, momentos
resultantes en el centro de la placa y fuerzas axiles resultantes en las esquinas del

laminado. ElI nimero de polinomios (m,n) fue incrementado gradualmente desde 5

hasta 8 para analizar la convergencia. En la misma tabla se presentan los resultados
obtenidos por Sheikh et al. (2002), quienes emplearon elementos triangulares de alta
precision, considerando el efecto de la deformacion por corte tomando el
La

comparacion es muy buena y permite apreciar que los resultados obtenidos son precisos.

desplazamiento transversal y la rotacion como variables independientes.

10311)E'2h$/pa'1 102M‘/L,h2/pa2 102Myh2/pa2 102Nxh2/pa2 102Nyh2/pa2
mXxXmn a b a b a b '
t=—y=—lz=—,y=—lz=—,y=—|2=0y=0]2=0y=0
2 2 2 2 2 2

(15°/-15°)

Form. propuesta 5x5 7.32100 11.64450 1.35680 36.34265 46.64834
6x6 7.16079 11.65627 1.35659 34.12295 45.44581
7 7.15899 11.38646 1.22164 42.46526 45.61578
8x8 7.16724 11.38790 1.21977 43.17482 45.70038

Sheikh et al. (2002) 7.16720 11.42900 1.23450 44.10700 45.77800

(30°/-30°)

Form. propuesta 5x5 7.86464 7.13211 2.78603 22.00543 31.14831
6x6 7.76537 6.91782 2.66332 22.60426 30.60577
7 7.76502 6.91691 2.66246 22.96999 30.68150
8x8 7.77049 6.95257 2.68187 23.04376 30.57181

Sheikh et al. (2002) 7.77010 6.95370 2.68280 23.28200 30.66100

(45°/-45°)

Form. propuesta 5x5 7.42461 3.90210 3.90210 4.74293 4.74293
6x6 7.33433 3.66572 3.66572 4.49922 4.49922
7 7.33426 3.66458 3.66458 4.67624 4.67624
8x8 7.33768 3.68020 3.68020 4.63219 4.63219

Sheikh et al. (2002) 7.33830 3.68040 3.68040 4.62080 4.62080

Tabla 4.2. Convergencia y validacion de resultados para laminados antisimétricos.
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La Tabla 4.3 muestra resultados correspondientes a deflexiones, momentos y
cortantes transversales resultantes para placas laminadas cruzadas antisimetricas (0/90),
simplemente apoyadas, sometidas a carga uniformemente distribuida. Las propiedades
de las ldminas son E, /E,=25, G,/E,=G,/E, =05, G,/E,=0.2,

v, = 0.25. Los resultados para diferentes relaciones de espesor (b/h) se comparan

con las publicadas por Moleiro et al. (2008), observandose un muy buen acuerdo.

(=X 10211/1Egh3/pa4 1()M;y/pa2 10M£y/pa2 10ch/pa

b/h=10

Form. propuesta 5x5 1.9556 0.6414 -0.1618 3.5091
6x6 1.9470 0.6272 -0.1616 3.4795
X7 1.9470 0.6272 -0.1611 3.4631
8x8 1.9469 0.6268 -0.1610 3.4657

Moleiro et al. (2008) 1.9469 0.6268 -0.1604 3.4703

b/ h=20

Form. propuesta 5x5 1.76747 0.64501 -0.15872 3.55178
6x6 1.75838 0.62980 -0.15814 3.49859
X7 1.75840 0.6297 -0.1581 3.4786
8x8 1.75825 0.6291 -0.1580 3.4854

Moleiro et al. (2008) 1.7582 0.6291 -0.1576 3.4880

b/h=100

Form. propuesta 5x5 1.7074 0.6465 -0.1570 41771
6x6 1.6982 0.6311 -0.1561 3.8143
X7 1.6982 0.6310 -0.1561 3.5224
8x8 1.6980 0.6301 -0.1559 3.4948

Moleiro et al. (2008) 1.6980 0.6300 -0.1572 3.4926

(*) Puntos de referencia: A: (z =a/2,y=0b/2); B:(x=0,y=0); C:(z=a/2,y=0)

Tabla 4.3. Convergencia y validacion de resultados para S,S,S,S,, laminado cruzado (0/90)

Finalmente, la formulacion de Ritz desarrollada se aplica a continuacion a
diferentes placas laminadas para obtener la deflexion, momentos y fuerzas resultantes,
considerando diferentes condiciones de contorno, secuencias de apilado y relaciones de

espesor. La Tabla 4.4 muestra los resultados obtenidos para dos combinaciones de
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condiciones de contorno, tres relaciones de espesor y cuatro esquemas de laminacién
que fueron escogidos como ejemplo. Las Figuras 4.2, 4.3 y 4.4 muestran graficos de

momentos resultantes.

$15:1C5C5 S1SiF4F,
1 VA M ME A MA MA ME
b/h| P qo2 L g 2w g o 2 Do g Mar g 2w g oy
pab pa pa pa pab pa pa pa

0/90 | 10 [1.91085 5.16985 3.10277 -0.15931 | 4.50222 12.44125 0.06638 -0.21960

20 |1.46203 4.70059 3.32673 -0.07967 | 3.82016 12.42912 0.07668 -0.20928
100 [1.31256 4.49614 3.43055 -0.01331 | 3.60204 12.42342 0.08115 -0.20198
30/-30] 10 [2.33660 6.73065 2.70848 -0.94762 | 5.00887 17.53942 555785 -7.63619
20 |1.87945 6.51884 2.59216 -0.05395 | 4.23181 16.90835 5.31326 -6.72788
100 |1.71707 6.37823 2.53948 1.37554 | 3.92325 16.31041 5.10021 -3.22217
0/45| 10 |2.29114 7.21433 2.09630 -4.67575 | 3.91459 13.07055 2.20518 3.44731
20 |1.79935 7.26791 2.03974 -3.89374 | 3.19469 13.04412 2.39501 5.06825
100 |1.62649 7.22313 1.97489 -1.43144 | 2.96609 13.01622 2.44544 8.02781
0/30 | 10 |2.40472 9.45824 1.81181 -3.03480 | 3.22818 13.21586 1.52171 4.09556
20 |1.86325 9.78735 1.76011 -2.41140 | 2.46427 13.22517 1.54095 5.58218
100 |1.67733 9.80246 1.72394 -0.57772 | 2.21681 13.11340 1.52356 8.17810

S1F4C5Cs C1F1S4S,4

0/90 | 10 [2.37292 154299 3.92693 -0.41387 | 3.13604 1.01229 8.65299 -0.14203
20 |1.75334 1.35792 4.02024 -0.20051 | 2.59387 1.20841 8.43092 -0.06499
100 |1.55141 1.28573 4.06181 -0.02767 | 2.41851 1.28463 8.32839 -0.00914
30/-30| 10 |-0.02767 4.45259 2.93097 -2.85338 | 6.30485 2.73118 2.30205 -5.58008
20 |3.91322 4.29930 2.78252 -1.30692 |-5.58008 2.90081 2.08945 -2.94748
100 [3.65247 4.19075 2.69676 1.11596 | 4.63883 3.11313 2.05653 -0.52289
0/45 | 10 |4.34409 3.36795 3.50878 -6.12189 | 6.71910 2.40778 5.42696 -12.42389
20 |3.61144 3.45713 3.57674 -4.79724 | 543032 2.39852 5.01418 -10.41609
100 |3.34215 3.57463 3.58661 -1.99905 | 4.91878 2.40356 4.82715 -4.00303
0/30 | 10 |5.88477 4.53894 3.09778 -8.46556 | 7.26061 -2.92413 0.17388 -23.32274
20 |5.16109 4.73620 3.05669 -6.20950 | 5.65240 -3.30340 0.23627 -19.35380
100 [4.88650 4.87695 3.03342 -3.00629 | 5.05097 -4.15112 -0.04051 -12.55993

Tabla 4.4. Respuesta estatica de placas laminadas con diferentes
condiciones de contorno, laminacion y espesor.
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(0/90) (30 /-30)
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Figura 4.2. Contorno de momentos resultantes para diferentes placas laminadas (S;S:C3Cs)

(0/90) (30 /-30)
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Figura 4.3. Contorno de momentos resultantes para diferentes placas laminadas (S;F4C3Cs)
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(0/90) (30 /-30)
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Figura 4.4. Contorno de momentos resultantes para diferentes placas laminadas (C1F1S4S,4)

La Figura 4.5 muestra el efecto de la relacion de espesor b/h en la deflexion
central de laminados simetricos y antisimétricos, cruzados y equiangulares, con
combinacion de condiciones de contorno: S;S;C,C,. El coeficiente de deflexion
adimensional disminuye a medida que b/h aumenta, pero la disminucion es pequefia
més alld de b/h = 40. El valor de la deflexion adimensional se torna, como era de
esperarse, practicamente constante para placas delgadas. Ademas, la diferencia entre
resultados correspondientes a configuraciones de laminacion simétricas y no simetricas

es pequerfia para laminados cruzados y mucho mayor para equiangulares.

0,023 -

0,021 4

0,016 -
wD, §
272 X
pab” 0014 A A X%
A, TTR X oo - - % - - % - X
0,012 T O S G SN
0,010 1
0,008 : ; ; ; ;
0 20 O p/p % 80 100
—=——30/-30°/30° ———309/-30°
- — a—— 0°/90°/0° - - x- - 0°90°

Figura 4.5. Variacion del coeficiente adimensional de deflexion estatica en el centro de una placa
cuadrada para diferentes relaciones b / h .
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En la Figura 4.6 se presentan los coeficientes de deflexion estatica
correspondiente al centro de placas laminadas cuadradas con diferentes condiciones de
contorno: todos los bordes simplemente apoyados (S;:S:S:S;), todos los bordes
empotrados (C,C,C,C,) y combinacion de los anteriores (S;:S:C,C,). Se observa que un
cambio en la orientacion de la fibra lleva a un incremento en el pardmetro de deflexion
para el caso de todos los bordes empotrados, mientras que para los bordes simplemente

apoyados o mixtos la deflexion adimensional muestra una variacion con forma convexa.

0,024

0,020 -

o o A_\.

272
Pab o012 |
0,008 - .//A/l‘/"/—‘
[

0,004 -

0,000

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
@/-0)
—a— Slslslsl —A— CzCzCzCz —— 81510202

Figura 4.6. Variacion de la deflexién adimensional con el

angulo de orientacion de la fibra parab / h =20.

4.3 FORMULACION DEL MACRO ELEMENTO FINITO (FSDT)

Siguiendo la secuencia de la formulacion del macro elemento para placas de
Kirchhoff desarrollada en el Capitulo 3, se propone a continuacion un macro elemento
finito enriquecido para placas gruesas, empleando la cinematica de la FSDT (Rango et
al., 2011, 2013). La ventaja de este macro elemento es su aplicabilidad al estudio de
placas de formas geométricas complejas, posibilitando representar formas comdnmente
usadas en el disefio de piezas de diversos campos de la ingenieria, como la ingenieria

aeroespacial, naval, automotriz, etc.

4.3.1 CAMPO DE DEFORMACIONES

A partir del campo de desplazamientos dado por Ec. (4.1), y para el caso

particular de laminados simétricos, el campo de deformaciones esta dado por:
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e 8u/8:1: ' Za¢z/ax
£, 81}/8@/ z@gby/@y

1V b =1 8w/8y+8v/8z = 3wo/5y+¢y (4.11)
Y| |OwfOx + Oufdz w, [0x + ¢,

[ Vaw \8u/3y + 81}/830 > (6%/31/ + 8¢y/8x)

La Ec. (4.11) se puede escribir como:

[ ~(0) ] [ ~(1)]

E:TT E:TT
(0) 1
Eyy Eyy Eyy
1Yy t = 1 'yg(}[z)) iy 'y;z? L (412)
"yzz ’Y‘ES ) ’y(li)
r)/zy
’ (0) 1
k/ywy k/yxy J
donde:
oo o 1 [ [ esses
(0) 1
gy 0 Eyy 8¢y/6y
Ot =10w, /0y +¢,1, 1401 = 0 (4.13)
ol (owfortel |y :
0 0¢, [0y + 0¢, |0
ol | o) Los.gouee oo, o

4.3.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Las ecuaciones que gobiernan el problema se derivan a partir de la version
dindmica del Principio de los Trabajos Virtuales (Ec. 3.6). Las expresiones de la energia
virtual de deformacion 6U , el trabajo virtual realizado por las fuerzas aplicadas 6V y

la energia virtual cinética 6K , se pueden escribir respectivamente como:

h/2
oU = f f (amz&?;? + ayyz&‘;y + 7'%,2(‘57%> + Tm&y;? + Tyzévég))dz dxdy (4.14)
R |-h/2
h/2
§V = — f q(z,y)dw,dzdy — f f (610268, + 61286, + G:bw, | dzds (4.15)

R T —h/2
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h/2

0K = f f p[zZ (¢T5¢T —l—(ﬁy&ﬁy) + w[)éwo]dz dzxdy (4.16)

R —h/2

donde: n,s son las direcciones normal y tangente al contorno de la placa,

respectivamente, como se muestra en la Figura 3.2, o, Tns, Tx- SON las componentes

de tensiones especificadas en la porcion I' del contorno, p es la densidad del material

: )
de laplacay w, = %’ ¢, = aa?’ = aquy '

,

Sustituyendo las Ecs. (4.14), (4.15) y (4.16) en la Ec. (3.6) y aplicando los pasos
comunes del calculo de variaciones a la expresion de los trabajos virtuales se llega a la

ecuacion de Euler-Lagrange (Reddy, 2003):

0 0Q, 0
i + & +q=1, UQ’O
Ox oy ot
oM OM 90
T + y = I g 417
or Oy % =he @10
oM, N oM, 0 -1 8%,
Oz dy T o
donde M,,, M,, M, , M, M, Q, I, I, seencuentran definidas en el Capitulo 3 y

en el Anexo C de esta tesis. Las fuerzas cortantes transversales resultantes estan dadas
por:

= o, 10 (4.18)
o= ]

Las condiciones de borde naturales estan dadas por (Reddy, 2003):

~

Qﬂ - QTL - 0
M, —M, =0 (4.19)
MTLS - M”S = O

El desarrollo presentado a partir del PTV es sumamente (til ya que permite, por
un lado, determinar las variables primarias y secundarias; y por otro, expresar el planteo

general de la formulacion débil que es donde se plantea el problema en elementos
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finitos. En este caso las variables primarias (desplazamientos generalizados) son:

w,,9,,¢, Y las variables secundarias (fuerzas generalizadas) son: @, , M, , M .

nn

4.3.3 ECUACIONES PARA EL ANALISIS ESTATICO

Si se reemplazan las Ecs. (4.14) y (4.15) en la expresion del Principio de los

Trabajos Virtuales dada por Ec. (3.6), suponiendo todas las variables independientes del

tiempo, resulta la siguiente expresion:

h/2
0= f f <a 266 + 0, 268 + 7, 27 + 7, 670 + Tyz&y;g))dz dxdy

R |-h/2

_f q (.’L’, y) dwydzrdy

R

(4.20)

Las relaciones constitutivas de cada ldamina del laminado estan dadas por (Anexo

C):
= = = (k)
o (k) Qll Ql? Ql()' 0 O 5,,,.‘ (k)
O C?12 C522 é%’ 0 0 Syy
A 7-1:;1/ ( — QIG QQG QGG 0 O 1 Pyu/ g (421)
o0 0 Q@ |
Tz'z — — 71%
0 0 0 @ @
Reemplazando las Ecs. (4.21) y (4.13) en la Ec. (4.20) se obtiene:
f 09, 86gb 9P, D6, D 0P, +8¢y 069,
A Y0z Ox 20y Oz 61 0y Oz | Ox
9, 069, dp, 09,069,
+D12 29y dy DQG[ Dy + oz | dy
o¢, (06¢, 08¢, 0, (96p, = 969, ¢,  09,)(06¢, 069,
Dy Ozr | Jy + ox + Dy Jy | Jy + Ox + Dy oy + oz || Jy + Oz
ow, ddw, ow, odw,
+A4,, [ +¢][ —l—(s(éyJ—l-A%[W-l-(ﬁm a—y+5¢y
+A, [8“}“ +é ][85“}“ + 60, J+A, [aw“ + 6, ][aéw‘) + 60, J dxdy
—fq(x,y)&wodxdy (4.22)

R
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donde A

7] )

D, estan dadas en Ec. (4.3).

Las funciones incognitas, w,,®,,$,, aproximadas con funciones de forma

admisibles (las que se presentan en detalle en las secciones siguientes), pueden
escribirse como el producto de funciones de forma por los desplazamientos nodales
generalizados:

¢, (z,y) = {N (z,y)} {"'} (4.23)

usando indistintamente {N (z,y)} = Ny {c(')} =c'* con (o) = w,0,,9, .

Reemplazando ahora las expresiones de Ecs. (4.23) en la Ec. (4.22) se obtiene:

. ox oz 8N 8N ¢J ox aN aN ¢1 bz 8N by 8N 8N
—[DHC 0" Bu ar T Puc e gy + Dde ( oy ¢ or ) 0a
ox 1 8N 8N 1 @ aN 8N 1 ox3 8N 1 aN aN
_|_D12c‘ 6 o] a 8 _|_D22 OJ(S Y a a +D266COJ( 8y _|_ o] ax ay
ox 8_N oz 8N o 8N o 8_N ox 6N o 8_N
D, O (5 BN 4 e BN )+D% 2 (5 N +éc %)
+D,, (c” O 1 ON )(5 “ G4 be %—Jj) (4.24)
w a w 8N w 8N T w 8N
+A44( & )(5 BN 46 ‘”N)+A45( IN | ‘*’N)(é BN+ b ‘”N)
+A4, e ( v ON +c‘”’N)(6c“ oN +6c‘”N)+A5 ( w%—N+c”N)(5c“ IN | 5N || drdy
fq(x, )oc" Ndzdy
R

Si se cancelan los vectores de desplazamientos nodales virtuales, la Ec. (4.24) se

puede escribir en forma matricial como:



88 Capitulo 4 — Formulacion de macro elemento para andlisis de placas laminadas gruesas. FSDT

ON
o 0 0 0 =— 0] .
DH D12 DlG 8I C
f a_N 0 8_N D, D, D26 0 0 a_N %" dzdy
| 0z dy dy
o ON ON Do Do Do , ON N c”
Jy Oz Jdy Ox (4.25)
ON ON
o A ON 0 Nllev
dy Ozla. A, Dy |
0 N o | gy — Ndud
+f A Alon N ol |ty = [ alwy)Ndady
Bl N 0 oN o a
oz

La Ec. (4.25) se puede escribir como un sistema de ecuaciones matricial de la

forma:
K {e"} ={F"} (4.26)

donde [KE] es la matriz de rigidez del laminado y esta dada por:

N
0 0 0 0 85,— 0
ON o[ D D N
Kf|=||— 0o —|D, D, D,|l0 0 —|dxd
[ ] [ax dy 12 22 2 By Tay
o N oN[[Pe P Bull CoN oN
Jdy Ox Jdy Ox (4.27)
ON ON
- — ON 0 N
Oy 0z|[4 —
—1—f 0 N 44 15 || Qy dady
R A45 Ass ON
N 0 —
Or
y {F*} esel vector de fuerzas, dado por:
[FP= f ¢(z,y)Ndzdy (4.28)
R

4.3.4 ECUACIONES PARA EL ANALISIS DINAMICO

En ausencia de fuerzas externas actuando en la placa, 6V =0 en la Ec. (3.6). Si
se reemplazan alli las expresiones dadas por las Ecs. (4.14) y (4.16), se obtiene la

ecuacion de vibracion libre de la placa laminada:



Capitulo 4 — Formulacion de macro elemento para andlisis de placas laminadas gruesas. FSDT 89

h/2
f (0,266l + 0,26 + 7,267 + 7.9\ + 7,69\ ) dz |dady

—h/2

ot

i

h/2

f p{ (béqﬁ —I—qﬁ&qﬁ)—l—woéwo}dzdxdy dt

—h/2

(4.29)

:’a%

De acuerdo a lo desarrollado en la seccidn anterior, el primer término del

miembro de mano derecha conduce al producto [K“[{c"}{6c"}.

Se asumen los desplazamientos periodicos en el tiempo, en los que w es la
frecuencia natural de vibracion de la placa. Considerando la energia cinética maxima
correspondiente a un ciclo vibratorio y teniendo en cuenta las aproximaciones dadas por
Ecs. (4.23) se puede escribir la Ec. (4.29) como:

0=[K"|{e" Hse"}
» | | (4.30)
—w2f f p[c“’éc"” (NY + 2%c”6c¢™ (NY + 2%c”6c™ (N)z]dz dzdy

R —h/2

Integrando en el espesor y cancelando los desplazamientos nodales virtuales, se

llega a:
N° 00
0={[K"]-w" [ ph| 0 %NQ 0 |dedy}{c"} (4.31)
R W
0 0 =N
12

La Ec. (4.31) se puede escribir finalmente como:
{{£"] - [M"H{c"} =0 (4.32)

donde [ME] es la matriz de masa del laminado y esta dada por:

N2 0 0
h2
(M| = f ph| 0 EN2 0 ldzdy (4.33)
R
2
0 0 LN
12
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435 FUNCIONES DE APROXIMACION - MATRICES
ELEMENTALES EN COORDENADAS NATURALES

A continuacion se describe el proceso de generacion de las componentes del
campo de desplazamientos para formular el macro elemento finito enriquecido. Estas
componentes se aproximan en coordenadas naturales mediante las siguientes
expresiones:

Z c'p,(§) Z N, (&)

3,j=1 i,j=1

Z cp,( Z "N, (&) (4.34)

1,7=1 1,j=1

= DO, ) = eV, (Em)

1,j=1 1,j=1

donde c;,c;", ¢ son los coeficientes incognitas.

Para la formulacion empleando la teoria de primer orden, los dos primeros
polinomios que se usan son los clasicos polinomios lineales de Hermite de la version h
del Método de los Elementos Finitos (MEF), ya que bajo las hipotesis de la teoria FSDT

las variables primarias son: w,,¢,,¢,, de manera que no se requieren funciones de

forma de soporte local que aproximen derivadas de cualquiera de las funciones

incdgnitas. Los polinomios lineales de Hermite estan dados por:

pl(&):_%g—i_% 91(77):__77+_
1 ] (4.35)
p?(f):§£+§ 92(77):_77+_

Los subsiguientes polinomios son los polinomios ortogonales construidos con el
procedimiento de Gram-Schmidt, detallado en el Capitulo 3 (Ec. 3.54). Estos
polinomios contribuyen solamente a los desplazamientos y giros internos del macro

elemento, por lo tanto no afectan los desplazamientos o giros a lo largo de sus lados.

En este caso el primer miembro de los polinomios de Gram-Schmidt esta dado
por:

py () =—-1+¢ (4.36)
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y es el polinomio mas simple que satisface la condicion p,({ = —1)=p,({ =1)=0.

La situacion es idéntica para los polinomios en la coordenada 7 .

A partir de las Ecs. (4.27) y (4.34) e incluyendo el mapeo de espacios dado por

las Ecs. (3.36) y (3.44) se obtiene, en el dominio R (coordenadas naturales), la

siguiente expresion para la matriz de rigidez del macro-elemento finito:

0 0 0D, D, Dg||0 B,
11
[KE]:ff B, 0 B,||D, Dy Dy||0 0 B, |J|d€d77+
o B, B\||Dg Dy Dg||0 B, B,
(4.37)
B B
N 02 Nl A, AsIB, O e |J|d£d
y n
A, AslB, N, 0
N, O
donde:
_ﬁaNgn_haNgn
1
J| 0 J| 0
ERCNE .

. CJy ON,, +£8N§n
g o¢ 3] on

y N, ={N(&,n)} de Ec. (4.34).

La matriz de masa del macro elemento finito se obtiene a partir de su expresion

en coordenadas cartesianas (z,y) dada por la Ec. (4.33), y la Ec. (3.44) del mapeo de

espacios (Nallim et al., 2003) como:

(Nﬁn)T Nﬁn 0 0
11 9
(M*] = ph f f 0 %(an)T N,, 0 13| dédn (4.39)
-1 -1
h?
0 0 SN N,

El vector de fuerzas, correspondiente a una carga transversal ¢(z,y) aplicada

sobre el macro elemento completo, se obtiene a partir de su expresion en coordenadas

cartesianas (z,y) de Ec. (4.28), y considerando en ésta la Ec. (3.44):
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1 1

75]= [ [a(N,) 3ldedn (4.40)

-1 -1

4.3.6 ENSAMBLAJE Y ECUACIONES GLOBALES

Como se describié en el Capitulo 3, los macro elementos individuales
desarrollados pueden ser ensamblados para conformar las matrices globales de rigidez y
de masa, asi como el vector global de fuerzas para el analisis de la respuesta mecanica

del laminado. Para el caso de la FSDT, se deben ordenar los grados de libertad,
¢’, c¢%, ¢”, separandolos en grados de libertad nodales (N), de borde (B) y puramente

internos (1), y luego reordenar los correspondientes elementos de la matriz de rigidez, de

la matriz de masa y del vector de fuerzas.
Las variables primarias del problema w, ¢,, ¢, deben ser continuas en todo el

dominio y en los lados comunes de dos elementos; el ensamblaje de todos los elementos
de una malla de elementos finitos estd basado en la continuidad entre elementos

adyacentes de las variables primarias y el balance de las variables secundarias.

Las distintas condiciones de contorno se aplican a la estructura general formada

por uno 0 méas macro elementos.

Usando ahora las matrices globales de masa y rigidez en la Ec. (3.57), se

obtienen las frecuencias naturales de vibracion libre de la estructura. En

correspondencia con cada autovalor w se tienen los autovectores {c“}. Un vector {c}

contiene sub-vectores {cE } con coeficientes nodales, internos y de borde para cada
macro elemento de la malla de la estructura, que para esta teoria estdn a su vez
formados {c"},{c*"},{¢”}. Como en el caso de la CLPT, hay valores de {c}
comunes a dos 0 mas elementos.

Para el andlisis de flexion por carga transversal, la ecuacion matricial (3.58)

define la relacion entre las cargas actuantes en los elementos y los desplazamientos para

la estructura ensamblada.

El procedimiento para el ensamblaje sigue el mismo esquema general que se

ilustra graficamente en la Figura 3.8.
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4.3.7 ESTUDIO DE CONVERGENCIA Y COMPARACION DE
DEFLEXIONES TRANSVERSALES ESTATICAS

En adelante se presentan resultados numéricos de validacion y aplicacion del
macro elemento finito desarrollado. Para designar las condiciones de borde de las placas
consideradas se adopta la siguiente nomenclatura: por ejemplo, la designacion CSFS,
identifica una placa cuadrilatera con lado (1) empotrado, (2) simplemente apoyado, (3)
libre y (4) simplemente apoyado. La numeracion de los lados es la que se indica en la

Figura 4.7.

(3)

B
BN
a a
a) b)
(4) (3) lb
3
A
Ko/
Y a / 9
1) 2) 3’

v

c)

Figura 4.7. Laminados de formas diversas.
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Las propiedades materiales de las capas de todos los laminados de esta seccion
son E, = 25E,, G, = G, = 0.5E,, G,, = 0.2E,, v, = 0.25 y el factor de correccion

por corte es k, =5/6. En todos los casos las deflexiones adimensionalizadas estan

dadas por: @ = 100w, E,h’ /(a'g,).

En la Tabla 4.5 se presentan los resultados del estudio de convergencia
correspondientes a las deflexiones transversales en el centro de una placa laminada
cuadrada SFSF (Fig. 4.7a. con angulos 6, =6, =0 y a=10) sometida a carga
uniformemente distribuida de intensidad ¢,. La secuencia de apilamiento adoptada es
(90/0/90/0/90). EI estudio de convergencia se realiza incrementando el numero de
polinomios de Gram-Schmidt usados en la aproximacién del campo de desplazamientos
en coordenadas naturales. A fin de comparar los resultados obtenidos se incluyen en la
Tabla 4.5 los resultados de Moleiro et al. (2008) y se observa excelente acuerdo.

h/a
Cantidad de polinomios GS

0.01 0.05 0.10

Macro elemento FSDT n = 3 | 2.0768 | 2.1893 | 2.5410

Macro elemento FSDT n = 4 | 2.0875 | 2.3539 | 2.8415

Macro elemento FSDT n = 5 | 2.5957 | 2.7082 | 3.0599

Macro elemento FSDT n = 6 | 2.5957 | 2.7082 | 3.0600

Moleiro et al. (2008) 2.5957 | 2.7082 | 3.0600

Tabla 4.5. Estudio de convergencia de placa laminada cuadrada

4
a q,

SFSF (90/0/90/0/90) [E = w, R 100]

La precision y confiabilidad de las deflexiones obtenidas con la formulacion
propuesta se demuestran en los dos casos siguientes, en los cuales se considera carga
uniformemente distribuida ¢, y secuencia de laminacion (0/90/0). En primer lugar, en
la Tabla 4.6 se comparan los resultados obtenidos para la deflexion central de una placa
laminada cuadrada simplemente apoyada en todo el contorno, con los valores
presentados por Reddy (2003), Belinha y Dinis (2006) y Xiao et al. (2008). El segundo

caso corresponde a una comparacion de resultados numéricos para una placa sesgada
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simplemente apoyada en todo su contorno (Fig. 4.7b). En la Tabla 4.7 se presentan las
deflexiones centrales de una placa con inclinacion de lados a=30° y a=b=1
obtenidas con la presente formulacion, y los valores de Chakrabarti y Sheikh (2004),

observandose muy buena concordancia.

h/a

005 | 0.10 | 0.20
Macro elemento FSDT | 0.7712 | 1.0418 | 2.0357
Reddy (2003) 0.7572 | 1.0219 | -
Belinha and Dinis (2006) | 0.7583 | 1.0225 | -
Xiao et al. (2008) 0.7256 | 0.9465 | 1.7572

3

— Eh
Tabla 4.6. Deflexion central de placa laminada cuadrada SSSS (0/90/0) [w = w,— 100]

4
a q,

h/a

0.10 0.20

Macro elemento FSDT 0.8619 | 1.6527

Chakrabarti y Sheikh FSDT (2004) | 0.9182 | 1.8642

Chakrabarti y Sheikh RHSDT (2004) | 0.8814 | 1.6811

3

— Eh
Tabla 4.7. Deflexion central de placa laminada sesgada SSSS (0/90/0) [w = w,— 100]

a'q,
4.3.8 ESTUDIO DE CONVERGENCIA Y COMPARACION DE
FRECUENCIAS NATURALES

En esta seccion se presentan ejemplos de analisis de vibracién libre de placas.
En la Tabla 4.8 se observa la convergencia de los resultados obtenidos correspondientes

. i . . _wb® [p .
a las tres primeras frecuencias adimensionales w = T E de una placa trapezoidal
2

con 6, =0y 6, =45 (Fig. 4.7a) moderadamente gruesa SFSF, considerando dos
secuencias de apilamiento distintas. Las propiedades del material compuesto usado en
este caso son: E, = 40E,, G, = G, = G,; = 0.6E,, v, = 0.25, p =2500kg/m’ y
el factor de correccion por corte es k, = 5/6. Ademas, se incluyen en Tabla 4.8 los

resultados de Zamani et al. (2012) para comparar con los obtenidos con el macro
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elemento finito propuesto en este Capitulo. Se puede concluir que los resultados
alcanzados con la presente formulacion estan en excelente relacion con los de los
citados autores, obtenidos por el método de cuadratura diferencial generalizada (GDQ).
Ademas, puede notarse que al aumentar el nimero de polinomios de Gram-Schmidt, los

resultados convergen claramente a un valor estable.

Laminado Nro. de polinomios w1 w2 w3
de Gram-Schmidt

(0/90/90/0) | Macro elemento FSDT 7 =3 | 5.7779 | 13.3079 | 23.6391

n =4 | 54254 | 11.9664 | 17.6758
n =05 | 52728 | 11.2116 | 16.2064
n =6 | 5.2607 | 11.1408 | 15.4678

Zamani et al. (2012) 5.4563 | 11.2542 | 16.0392

(30/60/60/30) n = 3 | 55002 | 15.6608 | 25.4215
n =4 | 46272 | 10.2732 | 13.5640
n=2>5 | 41196 | 9.2204 | 11.1098
n =26 | 40406 | 8.7365 | 9.9018

Zamani et al. (2012) 41514 | 8.6176 | 9.8155

Tabla 4.8. Estudio de convergencia para una placa laminada trapezoidal SFSF con

b’
a—2byh—01b[w—w 2
n A\ E

2

Otro caso de andlisis dindmico llevado a cabo se muestra en la Tabla 4.9, en la
wa h E h?
que se tabulan las frecuencias adimensionales w = — (D,
D, V12V21>

i)

obtenidas para placas laminadas cruzadas (0/90/0) cuadradas, considerando dos

condiciones de contorno distintas: SSSS y CCCC, y varias relaciones espesor/longitud

caracteristica (h/a). Para este caso, las laminas tienen las siguientes propiedades
materiales: F, = 40E,, G,, = G, = 0.6E,, G,, = 0.5E,, v, = 0.25, y un factor de

correccion por corte k, = 7 /12. Los resultados se comparan con los obtenidos por
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Ferreira y Fasshauer

(2007), quienes utilizan una combinacién de métodos

pseudoespectrales con funciones de base radial. Se puede concluir que con el uso de un

bajo nimero de polinomios de enriquecimiento (m,n =4), el empleo del macro-

elemento finito propuesto arroja excelentes resultados.

SSSS CCcCC

h/a Método w1 w2 ws w1 w2 ws
0.001 Macro elemento FSDT 6.6270 | 9.4665 | 16.3962 | 14.7086 | 17.7335 | 26.9921

Ferreira y Fasshauer (2007) 6.6226 | 9.5306 | 16.4255 | 14.6918 | 18.4741 | 26.9611
0.050 Macro elemento FSDT 6.1289 | 8.8774 | 15.0919 | 10.9578 | 14.1253 | 20.3958

Ferreira y Fasshauer (2007) 6.1365 | 8.8846 15.1061 10.9530 14.0235 20.3851
0.100 Macro elemento FSDT 5.1457 | 7.7242 12.9065 7.4127 10.4611 13.9342

Ferreira y Fasshauer (2007) 5.1652 | 7.7549 12.9129 7.4107 10.3930 13.9124
0.150 Macro elemento FSDT 4.2484 | 6.6337 9.4672 5.5492 8.1867 9.9126

Ferreira y Fasshauer (2007) 42741 | 6.6657 9.4875 5.5481 8.1467 9.9039
0.200 Macro elemento FSDT 3.5649 | 5.7417 7.3647 4.4472 6.6654 7.7043

Ferreira y Fasshauer (2007) 3.5934 | 5.7683 7.3968 4.4465 6.6420 7.6995

Tabla 4.9. Frecuencias adimensionales de placas laminadas cuadradas (0/90/0) [D = w—bj %h
™

0

Finalmente, en la Tabla 4.10 se presenta la comparacion de resultados de las tres

primeras frecuencias naturales adimensionales de la placa trapezoidal con 6, =0 y

6, = 45° (Fig. 4.7a) adoptada en el estudio de convergencia de esta seccion.
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Condicién de borde

Secuencia de laminacion

Método w1 w2 ws

SSSS (0/90/90/0) Macro elemento FSDT | 10.5827 | 22.3750 | 26.2464
Zamani et al. (2012) | 10.8137 | 22.7508 | 26.2021

(30/60/60/30) Macro elemento FSDT | 11.3023 | 19.1494 | 27.7253

Zamani et al. (2012) | 11.7158 | 19.1542 | 26.3149

CFSF (0/90/90/0) Macro elemento FSDT | 7.0066 | 13.4300 | 16.9591
Zamani et al. (2012) 7.2436 | 13.5562 | 17.5084

(30/60/60/30) Macro elemento FSDT | 4.4213 | 10.2217 | 13.8375

Zamani et al. (2012) 44120 | 10.1717 | 13.3471

CFFF (0/90/90/0) Macro elemento FSDT | 1.9671 | 3.9469 | 8.7758
Zamani et al. (2012) 1.9660 | 3.9440 | 8.7862

(30/60/60/30) Macro elemento FSDT | 0.8209 | 3.1551 | 5.3198

Zamani et al. (2012) 0.5721 | 3.3197 | 5.2285

Tabla 4.10. Frecuencias adimensionales de placas trapezoidalescon a =1, 5 = 0.5y h = 0.1b

|

w=—|—

wb® [p

h \VE

2

439 APLICACION DE LA FORMULACION A PLACAS
ROMBOIDALES

En esta seccion se presentan resultados obtenidos del estudio estatico y dindmico

de placas romboidales (Fig. 4.7c). Se consideran laminados de tres capas de material E-

glass/epoxy (E1 = 60.7GPa, £, = 24.8GPa,G,, = 12GPa, v, = 0.23), con secuencia

de laminacion (0,3,0). Como se muestra en la Tabla 4.11, se analizan dos condiciones

de borde distintas: una placa con apoyos puntuales en sus cuatro esquinas (llamada

CB1), y por otro lado, una placa simplemente apoyada en los lados (3) y (4), y con un

apoyo puntual en la esquina formada por la interseccién de los lados (1) y (2) (llamada

CB2). Ademas se tienen en cuenta diversas relaciones i/ a .
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h/a | Secuencia de laminacién | w|, w1 wa ws
0.05 (0/30/0) 11.9638 | 1.7920 | 4.4359 | 5.3728
(0/90/0) 11.9544 | 1.8335 | 4.4652 | 5.3657
CB1 0.10 (0/30/0) 13.8528 | 1.6995 | 4.0872 | 5.0250
(0/90/0) 13.8433 | 1.7471 | 4.1303 | 5.0428
0.20 (0/30/0) 19.8095 | 1.4825 | 3.3042 | 4.1946
(0/90/0) 20.0840 | 1.5393 | 3.3638 | 4.2426
0.05 (0/30/0) 11.4435 | 1.8455 | 5.3839 | 5.6827
(0/90/0) 11.3323 | 1.8802 | 5.4863 | 5.6823
0.10 (0/30/0) 12.9058 | 1.7342 | 5.0397 | 5.1377
CcB2
(0/90/0) 12.7356 | 1.7763 | 5.1551 | 5.1787
0.20 (0/30/0) 16.8646 | 1.5064 | 4.1850 | 4.2847
(0/90/0) 16.6583 | 1.5606 | 4.2502 | 4.4579

Tabla 4.11. Deflexiones estaticas y frecuencias de vibracidn libre de placas laminadas romboidales con

3 wa2 P,
——100,0 = — |—
E

0 2

Las deflexiones tabuladas, obtenidas del andlisis estatico de estas placas,

a:b/2 E|A:w0|

A

corresponden al punto A de la Fig. 4.7c y a carga uniformemente distribuida ¢,. Del
analisis dinamico se presentan las tres primeras frecuencias naturales adimensionales.

A modo de ejemplo, en la Fig. 4.8 se muestra la deformada debido a la accion de
la carga estatica ¢,, y en la Fig. 4.9 las formas modales y lineas nodales asociadas de
una placa romboidal con b =2a y a/h = 0.05, con esquema de laminacion (0/30/0) y

condicion de borde CB2.

Figura 4.8. Deflexiones estéticas de placa romboidal (0/30/0) con b = 2a y h /a = 0.05, obtenida
con la formulacion propuesta.
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o = 1.8455
@ = 5.3839

@y = 5.6827

ws = 10.9371
ws = 14.2711

ws = 18.2369

Wr = 26.3803

Ws = 31.3455

Figura 4.9. Formas modales y lineas nodales de placa romboidal (0/30/0) con b = 2a y h /a = 0.05,
obtenidas con la formulacion propuesta.
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4.3.10 EJEMPLO DE ENSAMBLAJE DE MACRO ELEMENTOS

En esta seccion se presenta el analisis de vibraciones libres de una placa de
forma geométrica L, simplemente apoyada parcialmente y con un apoyo puntual en

x =0,y =a (ver Fig. 4.10a). El proceso de ensamblaje sigue los lineamientos

generales descriptos en la seccion 4.3.6.

A
y| @
¢ |
|
|
1/2a |
| 3/4a
|
1/2a ..................
1/4 a
a ) a
Yy b)
1
|
|
|
ME1 | 3/4a
|
a .
/_./"/. ME2 Ty
Pt U4a
T
2a

Figura 4.10. Geometria de una placa laminada de forma L.
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La estructura se model6 usando dos macro elementos: ME1 y ME2 como se

muestra en la Fig. 4.10b. Las ocho primeras frecuencias naturales w =

esta estructura y sus respectivas formas modales se muestran en la Fig. 4.12, que

corresponden a laminados con relacion h/a = 0.1, de tres capas E-glass/epoxy

(B, = 60.7GPa, B, = 24.8GPa,G,, = 12GPa, v,, = 0.23).

Para demostrar la versatilidad de la formulacion, se presentan tres secuencias

distintas de laminacion.

o (7 g,
h \E,

(0/90/0)

(45/-45/45)

(60/30/60)

|

// K

w1 = 2.5734

w1 = 2.3990

g

P Gy

i

w2 = 3.1051

B
N

w3 = 6.2099

w3 = 6.3090

ws = 8.9712

w1 = 8.0391

ws = 9.4081

ws = 9.1577

ws = 9.0225
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w7 = 15.4505

ws = 17.2718 ws = 17.1052 ws = 17.3369

Figura 4.11. Frecuencias y formas modales de una placa L laminada.

4.4 CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo se proponen dos formulaciones que incorporan la teoria de
deformacion por corte de primer orden. Por un lado, un algoritmo variacional que
permite obtener una solucidn analitica aproximada y que es apropiado para el analisis de
placas laminadas de forma rectangular, con secuencia de apilamiento arbitraria. El
algoritmo desarrollado se basa en la aplicacién del Método de Ritz y las cinco
componentes del campo de desplazamientos se aproximan mediante conjuntos de
polinomios ortogonales caracteristicos generados mediante el procedimiento de Gram-
Schmidt. Por otro lado, se propone un macro elemento finito enriquecido con
polinomios ortogonales de Gram-Schmidt que puede ser aplicado a placas laminadas de
formas geométricas generales, que tiene la ventaja de estar libre del bloqueo por
cortante. De esta manera se obtiene una formulacion general que permite, ademas, el
analisis de placas laminadas gruesas de diferente material, secuencia de apilamiento,
relacion de espesor y condiciones de contorno. La implementacién computacional es
también bastante simple y la formulacion es tal que se puede apreciar de manera clara
como las distintas configuraciones geométricas y mecanicas involucradas influyen en la
respuesta mecéanica del laminado. En consecuencia la metodologia desarrollada

constituye una eficiente herramienta para problemas de disefio y optimizacion.
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Es importante destacar que la formulacion del macro elemento empleando la
FSDT permite el analisis de placas laminadas gruesas de formas generales, empleando
un mallado minimo. Los ejemplos numéricos, tanto en relacién al analisis estatico como
dindmico, muestran muy buena concordancia con los resultados publicados por otros
autores. La formulacion produce resultados muy satisfactorios para placas de secuencia
de laminacion simétrica, y es posible alcanzar una muy buena precision con un ndmero
bajo de polinomios de enriquecimiento y sin la necesidad de densificar la malla, para
estructuras ensambladas. En efecto, una estructura de placa de cualquier forma
geomeétrica puede ser dividida en un minimo nimero de macro elementos para arribar a
los resultados buscados. Los ejemplos de ensamblaje presentados muestran la

versatilidad de la formulacidn propuesta.
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CAPITULO5

DESARROLLO Y FORMULACION DE UN MACRO
ELEMENTO PARA EL ESTUDIO DE PLACAS
LAMINADAS GRUESAS: TEORIA TRIGONOMETRICA

5.1 INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se ha presentado la formulacion de macro elementos
finitos jerarquicos. En el Capitulo 3 se emplearon las hipdtesis cinematicas
correspondientes a la teoria clasica de placas laminadas (CLPT), mientras que en el
Capitulo 4 se aplicaron las hipotesis de la teoria de primer orden de deformacion por
corte (FSDT). Estas teorias se usan comunmente en el analisis de placas laminadas o
sandwich para diversas aplicaciones ingenieriles. Como se comentd brevemente en el
Capitulo 2, la CLPT es una extension de la teoria clasica de Kirchhoff, formulada
originalmente para placas isotropas homogéneas, al caso de placas compuestas

laminadas que posean una relacion razonable entre el espesor y la longitud de sus lados.

Cuando se trata de placas isétropas homogeéneas, la aplicacion de la teoria de
Kirchhoff estd limitada a placas que presentan relaciones entre la maxima deflexion
(w) y el espesor de la placa (k) inferiores a 0.2, y una relacion espesor de la placa /
minima dimension en el plano de la placa menor a 0.1 (Altenbach et al. 2004, Kollar
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and Springer, 2003). A diferencia de los elementos estructurales isétropos homogéneos,
las placas compuestas laminadas o las placas sandwich se caracterizan por tener
disimiles modulos de elasticidad con una elevada razén entre ellos. Los materiales
compuestos tipicos estan constituidos por una matriz que tiene un modulo de Young
bajo en comparacién con el médulo de la fibra y ain en comparacién con los médulos
del laminado completo. Sumado a lo anterior, se debe tener en cuenta que el material de
la matriz es el agente de unién entre laminas, razén por la cual el efecto de
cizallamiento sobre el laminado completo esta dado por la contribucién de cada zona

interlaminar del material de la matriz (Jones, 1999).

Es importante destacar que los modulos de corte G,; y G,, en materiales
compuestos, son mucho menores en relacion al modulo F,, que lo que sucede en el

caso de materiales is6tropos. Asi, el efecto de las tensiones tangenciales transversales

T, Y T, €S mas importante para placas de material compuesto que para placas

xz

isotropas. Aun cuando el valor de estas tensiones (TZZ,TW> sea de un orden menor de

magnitud que el de las tensiones en el plano <0'm,0'yy,7'w), las tensiones limites

admisibles para las tensiones tangenciales transversales son también de un orden de

magnitud menor que las admisibles para las tensiones en el plano.

Se puede decir entonces que tales elementos estructurales de material
compuesto tienen una baja rigidez cortante transversal y, frecuentemente, presentan

deformaciones tangenciales significativas a bajas relaciones espesor / lado de la placa

(h/a < 0.05) (Altenbach et al. 2004). Por otra parte, las deflexiones reales pueden ser

considerablemente mayores que las obtenidas con la CLPT. Mas aun, la CLPT conduce
a una incorrecta determinacion de las tensiones a lo largo del espesor de la placa y, por

ende, a una incorrecta determinacion de las tensiones interlaminares.

El primer paso para superar los inconvenientes de la CLPT, es recurrir al empleo
de la teoria de primer orden FSDT que proporciona una mejor prediccion cuando se
calculan las llamadas respuestas globales de la estructura (deflexiones y frecuencia
natural de vibracion). Sin embargo, la precision se deteriora cuando se requieren
respuestas que involucren a derivadas de los desplazamientos o frecuencias de vibracion
correspondientes a modos superiores. Esto ocurre ain en placas moderadamente

gruesas; a esta limitacion se suma la necesidad de emplear (como se mencion6 en los
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Capitulos 2 y 4 de esta tesis) factores de correccion por corte, los cuales dependen de las
propiedades de cada lamina, del esquema de laminacion y de la tipologia estructural
(Chatterjee and Kulkarni, 1979; Whitney, 1973; Bert, 1973; Hull, 2006; Stephen, 1997).

Como resultado de las consideraciones expresadas, es conveniente extender el
concepto de macro elemento formulado en los capitulos precedentes, de manera de
incorporar dentro de su formulacion la cinematica correspondiente a teorias de orden
superior. De esta manera, se busca obtener una herramienta que tenga las
potencialidades ya destacadas en los desarrollos previos en referencia a la
implementacién numérica, a las prestaciones y a la tecnologia del elemento finito y, a la

vez, que la formulacion obtenida pueda aplicarse de manera efectiva a placas gruesas.

Interesantes teorias de orden superior de deformacién por corte (HOSDT) fueron
propuestas por autores como Reddy y Liu (1985), Touratier (1991), Soldatos (1992),
Kant y Swaminathan (2002), Karama et al. (2009) y mas recientemente Mantari et al.
(2011) y Mantari y Guedes Soares (2012). Estas teorias satisfacen las condiciones de
contorno correspondientes a las superficies libres de la placa y representan,
aproximadamente, la distribucién parabdlica de tensiones tangenciales transversales en
el espesor. La mayoria de las teorias HOSDT existentes contienen expresiones
polindmicas para las deformaciones por cortante. Por ejemplo, en las formulaciones
generalizadas presentadas por Carrera (2003), Carrera et al. (2011) y Demasi (2009a-¢€)
las incdgnitas estan representadas a lo largo del espesor mediante funciones
polindmicas. Sin embargo, en relacion a las teorias de capa Unica equivalente, de
acuerdo a la revision realizada en esta tesis y a lo mencionado por Mantari et al (2012d),
es muy importante explorar el comportamiento de otras funciones en la implementacién
de nuevas teorias de deformacion por corte. En este capitulo se emplea una teoria
trigonométrica de deformacion por corte que fue recientemente generalizada para su
aplicacion a laminados (Ferreira et al., 2005). Puede decirse que hay evidencias de la
demanda generada por las teorias trigonométricas de orden superior (Mantari et al.,
2012b), debido fundamentalmente a que son mas ricas que las funciones polinémicas,
son a la vez méas simples y precisas, y las condiciones de contorno en las superficies

libres de la placa estan garantizadas a priori.

De acuerdo a lo expresado anteriormente en este capitulo se presenta, en primer

lugar, la obtencion de las ecuaciones de equilibrio dinamico y condiciones de contorno
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para placas laminadas. Para este fin y para darle generalidad al tratamiento se utiliza el
principio de los trabajos virtuales en conjunto con la teoria trigonométrica de orden
superior (Capitulo 2, seccion 2.2.3). Mediante este procedimiento y la aplicacion de los
pasos del célculo de variaciones, se obtienen también las condiciones de contorno, lo
que permite visualizar las variables primarias y secundarias. Luego, y tomando como
base los macro elementos finitos desarrollados en los Capitulos 3 y 4 de esta tesis, se
obtiene la formulacion de un macro elemento finito jerarquico especialmente adecuado
para placas gruesas laminadas (Rango et al., 2012c). Asimismo, se desarrolla el proceso
de ensamblaje y se presentan resultados que permiten verificar la precision obtenida con
la formulacion propuesta. Ademas de las comparaciones llevadas a cabo con otros
autores, se presenta una comparacion con resultados obtenidos empleando el método de

los elementos finitos, discretizando la placa con elementos sélidos tridimensionales.

5.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Se considera el elemento de placa gruesa laminada de forma cuadrilatera
arbitraria mostrado en la Figura 3.3. De manera analoga a los desarrollos previos, se
adopta para el andlisis un laminado de espesor uniforme A, formado por un cierto

namero de capas /N,. Cada una de las laminas es de material compuesto reforzado con

fibras unidireccionales. El angulo de las fibras de la % -ésima capa, contada desde la

superficie z = —h/2, es ( y se mide desde el eje x de la placa hasta la direccion de la

fibra. Se considera un esquema de laminacién simétrico con respecto al plano medio de

la placa (Figura 5.1).

h > Plano

N ; : /-\ medio

| Laminacion simétrica

Figura 5.1. Esquema de laminacion de la placa
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Basado en la teoria trigonomeétrica de deformacion por corte (TSDT) y teniendo
en cuenta las hipotesis correspondientes, el campo de desplazamientos de la placa (ver

Ec. (2.9)) puede escribirse como:

ox h
ow, (z,y) Tz

v(2,y,2) = —2——"—% +sen—a¢, (,y) (5.1)
oy h

w(z,y,2) = w, (2,9)

donde w,v son las componentes de desplazamiento en el plano (zy), w es el

desplazamiento en la direccion z, el cual coincide con los desplazamientos

transversales de los puntos ubicados en el plano medio de la placa (w,), y ¢,y ¢, son

las rotaciones de las secciones normales alrededor de los ejes y y x respectivamente.

Reemplazando las expresiones de la Ec. (5.1) en las correspondientes al tensor

de pequerias deformaciones, se obtiene:

% _ 0w
c Ox oz’
v Tz 99, 0w
_ con T2 , L _ 5.2
i‘w sen 9y z o7 (5.2)
Ty 8¢x + qby B 82w
| 0y Oz | 0z0y

5.3 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Las ecuaciones que gobiernan el problema se derivan a partir de la version
dindmica del Principio de los Trabajos Virtuales (Ec. 3.6). Las expresiones de la energia
virtual de deformacion 6U , del trabajo virtual realizado por las fuerzas aplicadas 6V y

de la energia virtual cinética 6 K , se desarrollan a continuacion.

La energia virtual de deformacion 6U esta dada por:
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h/2
U = f | f [01,1,66“ +0,0¢, + 7,07, + T.07,. + Tyzé'yyz]dz’ dxdy (5.3)

—h/2

Reemplazando las expresiones correspondientes de la Ec. (5.2), la Ec. (5.3) se

puede escribir como:

Ox oy’

0 2 0
960, T2 =2 0 6w, 47 sen™ w2 (069, n 960,
Y Ozx0y Y Oy oz

h/2 2
SU — lf[a,,,z[a5w°]+a,,a5¢ senlz+ [ 85w0]+
T T il yy
R

(5.4)

T Tz T Tz
+7,.00, 5 cos Y +7,.00, 3 cos &

dz} dzdy

O bien, en funcidn de las fuerzas y momentos resultantes, la Ec. (5.4) resulta:

2 2
6l] L/‘{ [ 69 5i00 _k ]kl?y [__ 6155%50] _F ]k[u/[__2 é) 6100 _k
Y

0xdy
069, 060, d6¢, 069
+P. P, | S T
0z Yoy Y1 oy Oz

(5.5)

+ R0, + Ry6¢y} dzxdy

donde

}26 —h/2 SeIl_ZT —h/2 h

Mﬂ h/2 Z h/2
{ }: f T 7z 1Az y R, = f T, [ECOS% 2 (5.6)

donde «a, 3 toman los simbolos z,y indistintamente.

El trabajo virtual 6V realizado por las fuerzas externas aplicadas, esta dado por:

/2

= —f qéw,dzdy — f f G, [—z Do 4 sen%zégbn +
h/2 (5.7)

+7., [—z 82% + sen%é@] + 7,.0w,|dzds

S

donde I" es la parte del contorno de la placa donde se especifican las fuerzas,

(6,7 T) son las componentes de tension especificadas en I".

ns?

Analogamente, la Ec. (5.7) se puede escribir en funcién de los momentos y de

las fuerzas resultantes como:
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:—fq z,y) dwdrdy — f[ M 86w0+P ¢, — M 86w0+
+ nséqss + Qnéw())

donde n,s representan las direcciones tangenciales y normales al contorno del
laminado (ver Figura 3.2) y la fuerza cortante resultante transversal esta dada por

h/2

Q= [ #.d (5.9)

—h/2

La energia virtual cinética 6K estd dada por

h/2
5K:ffpmmmw+mwmmy (5.10)
R —h/2
Reemplazando en la Ec. (5.10) las Ecs. (5.1) del campo de desplazamiento, se
obtiene:
e ow, Tz 06w T2
0K = —z——L —4[— L+ —4J+
l‘pr[zax senhqﬁz Z@x senh o,
e (5.11)

ow mTZ - 0bw mTZ -
+|—2—2 + sen— —2 O 4+ sen—60 |+ w.0w,|dzdzd
[ oy [ oy ¢”] N

Si se realiza en la expresion anterior (Ec. 5.11) la integracion a lo largo del eje

z, se obtiene:
0K = f (Iowo)éwo + [I 8w0 3¢ ](9(5100 +1. 8w0 3‘75 0oy +
A oz Oy dy
(5.12)
b ) . oI A
donde las inercias estan dadas por:
1
IU 9
[2 h/2 z
<I3>: p<zsenﬂ—zbdz (5.13)
—h/2 ]’L
I, 2 TZ
sen —
h
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Sustituyendo las Ec. (5.5), (5.8) y (5.12) en la expresion del PTV de la Ec. (3.6)
se obtiene:

0 6w0 06w, 6w,
L[-[{ [ [ o[+
%@+P16% 060, , 959,

ox Yoy 8y oz

oow,

+P, + P, + R,09, + R 09,

. ) ou
—qow, — (Iowo>5wo - [12 awo 3¢ ]
T

1, 9% _ ng'sy] 00t (5.14)

> Oy 0y

—[ 9% 14 ]5¢> [ 1, 24 + 1, ]6¢1}d:pdydt
oz * By Y

_f f[ AL 3(5w0 +P 5¢p — M, 8;“’0 + P so + Q,ﬁwo]drdt -0
S

Integrando por partes la Ec. (5.14) y aplicando el lema fundamental del calculo
variacional, se obtiene:

T
- f f{_M"’H(SwU o Myy’yy(SwO B 2sz.,zy6w()
0 R
—P, 8¢, — P, 8¢, — P, 66, — P 66, + Rb, + R 5P,

9 .
—qbw, + I,,6w, — I, 0 u;”
Ox

Y 0 04,
ow, + 1, ;;" ow, — IQWUQO&UO —1—13813(5100

1 %6@ +1,6,60, — I, %Oéqby + 14¢'§y5¢y}dxdydt +

86w 0w
+f ‘C}g[ tn, + M, bwn, — M, ayo n, + M, owmn,
ddw,

0w
xy 8—y0nm + Ma:yﬁa:(stny - sz W”y + Mz:y,y6w0n11: + ‘Pza:(sd)tnz + Pg/y6¢yny

+P o¢,n, + P opn, + I, 8; dwyn, — I,6,6w,n, + 1, a—yoéwony — I,9,6wyn, |ds

i ~  Obw, ~ 0w - A

ff[ml°+mw -3, 988 4 P50, + Quow firdt =0 (5.15)
S

0

donde n,, n, son las componentes del versor normal al contorno de la placa.

Agrupando los términos que tienen como factor comdn los distintos
desplazamientos virtuales se puede escribir:
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T
’ f f[_(M”” * 2MTW?’ T Myy,yy +q— 1w, +
0 R

o, . Ow, . 94, 04
thge thigp Tl Tl 0
B, . -

oW .
a;-@@k@ﬁMww%

yy,y Y,

—P +P,, R +1I,

z,r T yy.y oy Y,z Yy Yy x

—I—]fﬁr[(]\/[ n,+M n +M_ n +M_ n +
0

ow ow
+I,—n +1 0 p
2o " oy !

- ISéﬂ:nm - ‘[3¢yny) 6w0

odw, odw,
_|_
Ox oy

~ (M., + M,m, )
+(P n, + P ny)&f)l —|—<P n, + P nw>5¢y]dsdt
T

xrr

N (Myynz/ + Mﬂcy”n;)

T xy yy' Ty xy

- f[_ o 9% poss —qr D0 p gy Qn6w0]d1“dt (5.16)
T on Os

Anulando separadamente los coeficientes de ow,, 6¢,, 6¢, en la superficie R,

se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

O*M O°’M,  IO°M d*w o* (*w, 0w o* (04, 09
"—|-2 ry+ yy+ :I O_I ()+ 0 _] z+ Y
o | owoy | o 1 0 op 28t2[8x2 3y2] Yo | 0z | oy
oP_ 0P, d* du %
fig + y R — _I 0 + I T
oz Oy : Yot 9z ' oP
OP_ OP 2 0’
9, JOP, p_ 0 0w, 09, (5.17)

oy | ax ' ot ay o
Las condiciones de borde se obtienen a partir de la Ec. (5.16). Teniendo en
cuenta que:
dw, _ n, ow, n ow,
oz " On ' 0s

ow, . ow, n ow,
Oy ! On Y 0s

¢x = na:¢n - ny¢s
gby = nygbn, + nwgbs

(5.18)
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se pueden reescribir las expresiones de los bordes de Ec. (5.16) en términos de

odw, 0Odw,

, 00, , 6¢, cOMO:
on 0s Pur 09,

0= ] ﬁKMulnl +Muwnu + szy,xn, + M, n, +
0

Y Y,y T

Db, Db, . . .

Lo, 4 oy " Lén, - Lbn, - Q,)duw, 5.19)
n S

+ ('P7L7L + ‘ém ) 6¢7Z, + (RZS + 'FA)HS ) 6¢5 :| det
Las condiciones de borde naturales estan dadas por:
Q—Q, =0
M?WL - Mnn = 0
M, +M, =0 (5.20)
‘Pnn + ‘p'rm - 0
PTLS + pns = 0
donde

=M M M M 1, 28, 1, 28, Lo Lo
Qn, - .m,mnm + yy.yny + xy,xny + 7yynar + 2 %nr + 2 8y ny - 3¢.1?n.7, - 3¢yny

Como 9§ M,, 821;)0 ds = f %6%&3 —[M, 6w, y [M,b6w,]. =0 para una curva
T

con lo cual las variables primarias para esta teoria

n !

M
cerrada, entonces % + Qﬂ =V
S

son:

ow,

S O O (5.21)

Wy

y las variables secundarias son:

V.M ,P . P (5.22)

n? nn’ nn’ ns



Capitulo 5 — Desarrollo y formulacién macro elemento para estudio de placas laminadas gruesas: TSDT 115

5.4 ECUACIONES PARA EL ANALISIS ESTATICO

Reemplazando las Ecs. (5.5) y (5.8) en la Ec. (3.6) del principio de los trabajos
virtuales y suponiendo las variables independientes del tiempo para el analisis de cargas
cuasi-estaticas, resulta:

h/2 2 2
0w 069, T2 0w
0= z|— 40 +
HLM4MJ%wﬁ%h [@J
069, Tz 06w 7z (06, 060,
+o,, 3 Y seHT—i- TWZ[—2 8x8y] +7,,5en— [ oy +— e + (5.23)

+76 cos——|— 0 cos—
7,00, - T, gb .

dz} dxdy — fq z,y) dwdzdy

Reemplazando en la expresion del P.T.V dada por la Ec. (5.23) las relaciones
constitutivas dadas por Ec. (4.21) y escribiendo las deformaciones en términos de los

desplazamientos, segun las relaciones dadas por Ec. (5.3), se obtiene:

h/2 2 2
= 00, — Q'w = 0¢ — 8
0= —Lsen— — + Ls
Lﬂij%ax% Qg+ Qo tsen===Que sy
8¢ 09, 0w 86¢ 06w
_|_ -
s [ Jy Oz ] ~ Q2 8m8y][ (9:13 oz
= 0 —~  O'w </5 — J'w
+[Q12 i; Q]Q YOI Q22 — =z 0y’
— 06 2
+Q26 99, +— 99, SenW—Z—Q%Q O %, senlz—za 6;0
Jdy Oz h 8x8y oy h Jy
= 0 —  O'w ¢> — 82
+ [Qw ¢I Qu) YOI Q% - Q?Gz
Or 8y
- — 2 06 2
Qg6 99, +—— %, = Q22 T ||[9%9, ¢y sen’” 9, 0 dw +
Jdy Ox h 0x0y ||| Oy Ox h 0xdy
T Tz

[%@<w;+@ﬁh
+ [@44¢y %cos

Integrando a lo largo del eje z, se llega a:

cos —] 00, T cos 22 +
h h h

Tz = T
— 4+ cos— |6 COS —
= Qa0 T ]¢ ”

(5.24)

dz}dxdy fq z,y) bwdzdy
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Alfl[(% ][a&p ]+Alf2[3¢y][86¢ ]anﬁ[ é, 8%][66@]
oy )\ Ox dy Oz )\ Oz

%]+A1§2[a¢y][35¢ A1§6[ ¢, , 99, [8(5¢y
9y dy )\ 9y dy 0z )| Ay

s
08¢, 000, a8 0%, (969, , 989,
Jy oz oy )\ 9y O

oo 04, \[d6p ~ 06
“loy Oz ] dy oz
)

0*w | 0*6w 0*w | 0*6w 0*w |[0%6w
D, |— 2D, | ——
o) 2 5o 2o 5
0’w | 0*6w 0’w | 0*6w 0*w [ 06w
D, |— + D, |— 2D, | ——
[a [azf ] [ay][ o ]+ QG[axay][ oy ]
2 2 2 2 2 2
12D, (9_1;) 0~ 6w 192D, 8_1;1 0~ dw + 4D, o"w || 06w
oz~ )| 0xdy dy~ )\ 0xdy 0x0y || 0x0y
2 2
—f Bﬁ{a f][86¢”J+Bu[ ] D6, ’w ][35@%
A Ox Oz oy’ )\ Ox 0z0y )\ Oz
2w [ 06 06 2
_|_BIS2 a_u; ﬁ +B22 ¢ _|_QB256 8_11)
oz’ )| Oy ay 6y 0z0y

+Bg[‘92w][35¢z N 86¢y]+3256[a2w][85¢z N 86¢y]

0=

R

+A15, ai]
T

8 ¢.1f
oz

(5.25)
+ AL

dxdy

dxdy

]+2B§[

Ay
0z )| Oy Ox oy’ )| Oy ox
dy Ox

06w 00, |[0°6w o, 06, \[0%6w [&b ]
BS Yy BS z BS z
oz’ ]+ 12[8y][8:1;2]+ 16[8y+8 o | T

a@,][a Sw B [a¢ o9, ][825w]+235 [a¢ [a sw
oy )\ oy* oy oz || 0y Ox )| 0z0y
D¢ 8¢y][a25w]

=+
Jdy Oz )| 0x0y

+ [1423,(6,)(60, ) + A2, (¢, ) (60,) + A2, (6,) (66, ) + 423, (¢, ) (66, )| dady

0*w
0xdy

o2

+2B;, [ dxdy

-/

+B) [

]+2B§6[a

+2B;, [ dxdy

- f q(v,y)dwdzdy
R

donde las distintas rigideces estan dadas por:
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h/2 9 h/2
ALy = f Q,sin’ dz [%Z], A2 :[%] f Q, cos® [%z]dz
—h/2 —h/2 26)
h/2 h/2 (5
lesm[ ]d Q.2dz
nele =18
La Ec. (5.25) se puede escribir en forma matricial como:
AL, AT, AT, T
06 86 0 0
f 059, ¢ 0b¢, | 9%, } ALY, ALY AL '(M 0 99 L 9% g,
i 8y Ox ) ) S or 0Oy 0y Ox
Al ALy Al
9%6w) (8% | ] PR 0w |||
w w w w w w
+ 2 D, D, D, 2 dxd
f[a] [W] [&vay] v [m] 81/2] [My "
DlG D26 ‘DGG
B B, By
2 2 2 a 8
_f[aaézu [(96620] 2[8610] s gl B o9, 09, 09, P, dady
A x Y 0xdy ) ; S or 0dy 0y 8:5
Bl6 B26 B66
96 96 Ba Ba B 2 2 2w\
- 0bg, 066, 089, 9%\ ps ps ps [azf] [61;1] 2[811)] dudy
W 0T oy Jy Ox ) s ; oz Jy 0zdy
BIG B?G B66
A2, A25
—1—[[5% 5@} 425 A2 [gb b, dxdy fq z,y) dwdzdy (5.27)

Para mayor claridad en el desarrollo, se escriben aqui nuevamente las

w), ¢, 9,

que se encuentran ya descriptas en el Capitulo 4. Estas se aproximan con funciones de

expresiones de aproximacion adoptadas para las funciones incognitas w,(=

forma admisibles que pueden escribirse como el producto de las funciones de forma por

los desplazamientos generalizados respectivos. Asi, en las coordenadas naturales &,n se

tiene:
w(é,n) = {N"(&n)} {"}

n) = {N°(&n) }T{cw} (5.28)
6, (&m) ={N* (&m)} {e"}
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Retomando la Ec. (3.34) y la Ec. (3.41) correspondientes al mapeo de espacios,

se pueden definir las siguientes expresiones relacionadas con las funciones de forma:

7] o¢ 7] on 17| o¢ || om
2W\TW 2N\TW 2N W 3 w w
A= ONT L g ONT O 3 [_aN 8N]
23 on Pocon = on (5.29)
aZNw 82Nw aZNw 3 an aNm '
Ad=b—r+b) —+ 3 —
1 8&2 2 (9772 Z [ ﬂ 77 ]
82Nw aZNw aQNu 3 8Nu an
A5:_Cl/ 052 _02/ 9 2 3 _Z [ z 9 ]
n n

Reemplazando en la Ec. (5.27) los desplazamientos por las funciones de

aproximacion, dadas por Ec. (5.28), y aplicando las Ecs. (5.29) resulta:

. 0 0 0 0 A1 0]|c"

= [ [l6e 6c sev|a1 0 A2|[41] Jo 0 A2fe”|dgdn
o 0 A2 A1l 0 A2 Al|[c™
. A3 A4 2A5 A3 0 0f|c”

+[ [loe 6e se”| 0 0 0 |[D],| A4 0 0fc|I|dedn
o 0 0 0 2A5 0 0|
L A3 A4 2A5 0 A1 0 |lc"

+[ [lser e sev[[0 0 0 |[-BS], 0 A2||c™ ||3]de dny
o 0 0 0 0 A2 Alf/e
o 0 0 0 A3 0 o0|/c”

+[ [loer ser sev||ar o A2([-B| |A4 0 ofc”|Bldgdn
e 0 A2 Al 2A5 0 O™
1 1 0 0 O NC) cw

—i—ff[éc“’ 5c”” 60‘”} 0 N [AQZL*Q 0 N O c” ||| d€ dn
o N° 0 e (5.30)

N©

—qff[éc"” sc”  be M] |J|d& dn
211 0
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Si se cancelan los vectores de desplazamientos nodales virtuales, la Ec. (5.30)

puede escribirse en forma compacta como:
K =1{F"} (5.31)

La Ec. (5.31) es la ecuacion matricial del analisis de flexion por carga

transversal, que define la relacion entre las cargas actuantes y los desplazamientos
originados. De aqui se obtiene [KE] que es la matriz de rigidez del macro elemento

mapeado segun la TSDT y esta dada por:

1

(k"] = [ [((Bi)[ar|[B1]" + [B3)[D][BS] + [B3][-B|[B1]'

—

“1 o1 (5.32)
+[B1][-B°|[B3]" +[B2][A2°][B2]")|3|d¢ dn
donde:
0O 0 0 0 0 A3 A4 2A5
[Bl]=|A1 0 A2[[B2]=|0 N°/,[B3]=|0 0 0 (5.33)
0 A2 Al N 0 0 0 0
y el vector de fuerzas esta dado por
1 1
{F7y=af [(N")3lde dn (5.34)

-1 -1
Si se aplican las condiciones de contorno correspondientes, la resolucion del
sistema de Ecs. (5.31) permite obtener los vectores {c*“} {c**} {c”"}, que

reemplazados en la Ec. (5.28) y haciendo la transformacion inversa de coordenadas,
permite encontrar el valor de los desplazamientos y de los giros en cualquier punto

(z,y) de la superficie de la placa, o reconstruir totalmente la deformada de una placa

laminada, tomada como un macro elemento Unico.

5.5 ECUACIONES PARA EL ANALISIS DINAMICO

Reemplazando en la Ec. (3.6) del PTV, las Ecs. (5.5) y (5.12) y asumiendo nulas
las cargas externas, se obtiene:
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o s 9w - 060, 6w
r 833'2 Tz ax ayg

2 1)
5 06w n Ta,qsenﬂ 069, n 969, N
0xdy Y h | Oy Ox

sen 7 -+ 0,7 [—
2 —h/2

v

w a—ysen 7 + Tzz;yz —

T T2 T Tz
R 0) —COS—+7‘, 60 —cos—
Tz qu h yz ¢y h h

dzdxdy (5.35)

h/2

K

R —h/2

[—z— + sen%gbx][—z 88(5;0 + sen%égﬁb] +

+[—zg—zj—l—sen%z&y][—z(?—;—ksen%zééy] + woéw

dzda:dy} dt

A partir del desarrollo realizado en la seccion anterior, el primer término de la

Ec. (5.35) puede escribirse como: {sc”}[K”]{c"}. A continuacion se asume que los

desplazamientos son periodicos en el tiempo y se llama w a la frecuencia natural de
vibracién de la placa. Considerando la energia cinética maxima correspondiente a un
ciclo vibratorio y teniendo en cuenta las aproximaciones dadas por Ecs. (5.28), la Ec.
(5.35) se puede escribir como:

0= foc) )"}

h/2

[

R —h/2

[—z—+se —¢][—z +s n—éqb] (5.36)

+[—zg—w + sen —gzﬁ + wéw|dzdxdy

y][— (%—w—i—s n—6¢
Y

Jy

Integrando a lo largo del espesor el segundo término de la Ec. (5.36) se obtiene:

0= foc) )"}

, |R* Ow ddw  2h* dw 2h* | Qbw
- S ar B g 0. b, D080, + 5.37
[“’puaxax 06, =0, 26,86, (5.37)
h® Ow 06w  2h* Ow oéw
e ———0¢, — — 4+ —¢,00, + hwoéw|dzd
120y 0y « Oy ' qb” oy ¢ ¢, + hwow| dudy

Usando las aproximaciones de los desplazamientos en coordenadas naturales,

dadas por Ec. (5.28), la Ec. (5.37) se puede escribir como:
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0= {oc) "] {e")

1

e

{6c"}

[ﬂv}{N“}+ ATAL + 21

h?
A2 A2
& ]{c |

+{6c }[——Al {NO}]{C "} + {6c" [ EY {NO}]{CW}JF
+@a@L“?Arpwﬂ@n+{&wﬁ§meNqﬁ¢Q+o+

o[- Zea (vt w0 e v fer)

[J|d& dn

(5.38)

con las siguientes expresiones relacionadas con las funciones de forma, analogas a los

de Ecs. (5.29):

_ I ON"

7, ON*

I o¢
Jy ON"
7] ¢

| on
J, ON"
|J| on

(5.39)

El segundo término de la Ec. (5.38) se puede escribir en forma matricial como:

0= foc) )"}

—w’ph{éc} Jj

(N + ] (Ar) + (a2)]

~ 2 Near
T’

_2h =S N°A2

71'

20 Noar

7T

SNy

0

2h

——N"AZ

7T

2

0

3N

|J|d€ dncy

(5.40)

Cancelando los desplazamientos nodales virtuales, la Ec. (5.40) resulta:
{{5"] -t e} =

donde [M v ] es la matriz de masa en coordenadas naturales dada por:

(N"Y + f; (A1) +(a2)] —i—hNoAl —i—hN'*’Az
1 1
(M =pn | [ —i—hN”AI g(N‘*‘")Q 0
-1 -1
=NV 0 l(N“’)Z
7T 2

|3| dé dn (5.42)



122 Capitulo 5— Desarrollo y formulacion macro elemento para estudio de placas laminadas gruesas: TSDT

5.6 FUNCIONES DE APROXIMACION

El campo de desplazamientos se aproxima, como se escribe en las Ecs. (5.28),
con conjuntos de polinomios expresados en coordenadas naturales. Estos conjuntos,
como se explico en los Capitulos 3 y 4, tienen como primeros términos a los
polinomios de Hermite y como términos de enriquecimiento a los polinomios
ortogonales de Gram-Schmidt. Para la aproximacién del campo de desplazamientos de
la TSDT, resulta Gtil recordar los primeros polinomios adoptados para las teorias CLPT
y FSDT de los capitulos precedentes. Por una parte, los polinomios de Hermite
considerados en la formulacion del macro elemento a partir de la CLPT son los dados

en el Capitulo 3, y se transcriben a continuacion para mayor claridad:

1 3. 1 1 3 1

=—_Zeq g ==—Sn+=p
. (€) 5 45 45 ¢ (n) A
1 1. 1 1. 1 1 1 1.
() =-——{——&+=-¢ &M =<—<n——n+_n
s 8 8 8 8§ 8 8 8 (5.43)
(5)—1+§5—1§3 ( )—l+§ Ly |
Ds 5 4 1 qs\7 2 477 477
1 1. 1., 1., 11 1, 1,
e Ny (N =—=—=n+-1>+—
P, (€) . 85 86 85 q,(n) S5t T

Mientras que, en la formulacion obtenida considerando la teoria FSDT, los

polinomios de Hermite (Capitulo 4) estan dados por:

pl(&):_gf'i‘g Q1(77):__77+_
1 ] (5.44)
p?(f):§§+§ Qz(n):_n+_

Por otra parte, los primeros polinomios de Gram-Schmidt para la generacion de

los polinomios ortogonales de enriquecimiento estan dados respectivamente por:

p; (&) =1-2¢" +¢" (CLPT) (5.45)
y:
py (&) =—14+¢& (FSDT) (5.46)

El campo de desplazamientos de la TSDT se aproxima usando los polinomios
empleados en el Capitulo 3 (CLPT) para las deflexiones w, y los del Capitulo 4 (FSDT)

en la aproximacion de los giros ¢,, ¢,. Esta seleccion se debe a las variables primarias
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del problema: w, 0w /9dn, ¢,, ¢,, que requieren, por parte de las funciones de forma de

soporte local valores no nulos para la funcion w y para su primera derivada en los
extremos del elemento; mientras que para garantizar el aporte de desplazamientos solo
en los puntos internos de la superficie del elemento, los polinomios de enriquecimiento

y sus derivadas primeras deben ser nulos cuando son evaluados en los extremos.
Para la aproximacion de los giros ¢,, ¢, se usan en cambio, los polinomios

lineales clasicos de Hermite, y el polinomio mas simple y de menor grado para la
generacion del conjunto de funciones de enriquecimiento de Gram-Schmidt, es decir,

aquel que verifique nulidad en los bordes del elemento.

5.7 ENSAMBLAJE Y ECUACIONES GLOBALES

En cuanto al ensamblaje de los macro elementos propuestos, el procedimiento es
analogo a lo detallado en los Capitulos anteriores. Los macro elementos generados con
el uso de esta teoria de orden superior se ensamblan siguiendo las pautas ya vistas.
Teniendo en cuenta lo expuesto en la seccién precedente, el ensamblaje se lleva a cabo
igualando las variables primarias de dos macro elementos adyacentes, como se ilustra
esquematicamente en la Figura 5.2. De esta manera se arriba a las ecuaciones globales

que resuelven los problemas estatico y de vibraciones libres, dados respectivamente por:
[KC){c} = [F€] (5.47)
{[K9] - w [MO}{c"} = {0} (5.48)

donde [K¢] es la matriz de rigidez global de la estructura ensamblada, [M/¢] es su

matriz de masa, [FG] es el vector de fuerzas aplicado sobre toda la estructura y {cG} es

el vector global de desplazamientos nodales generalizados, que, a partir de correctos

vectores de indexacion permite obtener los {cE} de cada macro elemento de la malla
adoptada. A su vez, cada {c"} esta formado por sub-vectores {c"}, {¢""}, {¢™} que

reemplazados en las expresiones de la Ec. (5.28), permiten obtener las funciones de
desplazamientos, de todo el dominio del macro elemento. Mediante el reemplazo de las
coordenadas de cualquier punto de la placa en las funciones de desplazamiento, es
posible obtener la deflexion o los giros de dicho punto, asi como también los esfuerzos
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caracteristicos. Usando las relaciones entre deformaciones y tensiones de la teoria
empleada, es posible calcular las tensiones en cualquier punto del plano de la placa y la

variacion de éstas a lo largo del espesor.

y E

nA
X
MEi Mapeo
G
Ensamblaje
| - ~F g
Grados de libertad
Nodales (N) w & iy Gy Gty Gt
Ow [ 9¢ Co1y Cas Cats Cus
8711/87] 0;1;7 sz}iv C;UQJ Cél;
¢- (. - x,y) Cﬁ', C1‘@57 Cfi? 02@5
Borde (B) | € w cZ.’ 1=1...m
810/877 C;(},Hl) ] =13
¢, (o =1m,y) | i i=1.m
j=12
| n w cZ’ 1=13
ow / 9§ Clira); j=1.n
o, (. =1,y) cic;. 1=12
j=1l.n
Internos (1) w, 3w/8£, 8w/877 CZU; 5, =5...,myn
o, (e =z,y) e ij=3...,mmn

Figura 5.2. Esquema genérico para el armado de las matrices globales del
sistema mecanico en coordenadas naturales (TSDT)

5.8 ESTUDIOS DE CONVERGENCIA Y VALIDACION

La formulacion presentada en esta seccion ha sido implementada en un

programa de computadora que permite trabajar con placas isotropas y anisétropas
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(constituidas por una lamina unica o laminados), con distintas combinaciones de
condiciones de borde, asi como también realizar el ensamblaje de dos 0 mas macro

elementos a fin de abarcar el analisis de placas con geometrias complejas.

En las sub-secciones siguientes se presentan estudios de convergencia y
validacion del modelo propuesto, comenzando con placas gruesas isétropas hasta llegar
a palcas laminadas. Se muestran también resultados obtenidos con la formulacién
propuesta considerando las teorias clasica, de primer orden y trigonométrica. Se
incluyen comparaciones con resultados obtenidos mediante el empleo de elementos

finitos solidos tridimensionales.

5.8.1. PLACA ISOTROPA

En primer lugar se adopta un caso simple, constituido por una placa isotropa
cuadrada simplemente apoyada en todos sus lados. Se realiza un analisis estatico y los
resultados se comparan con la solucion exacta provista por Reddy (1984), y con la
solucion obtenida por Ferreira et al. (2005), quienes emplearon un método basado en
funciones multicuadréaticas radiales. Se considera actuando sobre la placa una carga

uniformemente distribuida de magnitud ¢. EI médulo de elasticidad longitudinal del

material F y el coeficiente de Poisson v es 0.3. Los adimensionales de

desplazamientos transversales w y de tension .. empleados son:

ER*100w o h’
(a/2,a/2,0) — az(a/2,a/2,h/2) (549)

4 ! 2
qa qa

donde a es la magnitud del lado de la placa cuadrada.

En la Tabla 5.1 se comparan los resultados adimensionales (Ec. (5.49)) de
desplazamiento y de tension en el punto central de la placa isotropa, obtenidos con el
macro elemento propuesto, usando teorias FSDT y TSDT. La cantidad de polinomios
de Gram-Schmidt adoptada en la aproximacion de las componentes del campo de

desplazamientos es m = n = 4, observandose para todas las relaciones a/h que la

formulacion presentada muestra una muy buena precision.
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y A a/h

10 20 50 100

gl

- W | Gu | W | On | W | O
Macroelemento FSDT (m=4) | 4.7877 | 0.2799 | 4.6093 | 0.2797 | 4.5691 | 0.2795 | 4.5684 | 0.2795
Macroelemento TSDT (m=4) | 4.791 | 0.2762 | 4.625 | 0.2762 | 4.579 | 0.2762 | 4.572 | 0.2762

Exacta (Reddy, 1984) 4.791 | 0.2762 | 4.625 | 0.2762 | 4.579 | 0.2762 | 4.572 | 0.2762

Ferreira et al. (2005) 4.7883 | 0.2779 | 4.6158 | 0.2765 | 4.5781 | 0.2763 | 4.5715 | 0.2762

Tabla 5.1. Placa is6tropa cuadrada SSSS sujeta a carga uniforme.

5.8.2. PLACAS ANISOTROPAS

Para validar la metodologia propuesta en el analisis de placas anisétropas, se
presenta el estudio de convergencia de parametros adimensionales de deflexiones
centrales y frecuencias naturales de vibracion, de una placa cuadrada ortotropa,

empotrada en todo su contorno (CCCC), con relacién de espesor a /h = 10. La placa

consiste en una Unica lamina con fibras orientadas a 0° de material A1, cuyas

propiedades son:

M1: E, =53.78GPa, E, =17.93GPa,G,, = G,; = 8.96GPa,
G,; = 3.45GPa, v, = 0.25

El estudio de convergencia se lleva a cabo incrementando el nimero de términos
correspondiente a los polinomios de Gram-Schmidt (GS) utilizados para enriquecer las
funciones de aproximacién. En este caso, las deflexiones centrales y frecuencias de

vibracién adimensionales estan dadas respectivamente por:

_ E.n’ a’
w:100[ 2 P
En la Tabla 5.2 se muestran los valores adimensionales de la deflexion en el
centro de la placa debida a una carga distribuida uniforme y los parametros
adimensionales de frecuencias correspondientes a los cuatro primeros modos de

vibracion libre, en funcion de la cantidad de polinomios GS empleados (m = 2,3,4,5).

Se incluye como valores de referencia los obtenidos con el programa comercial SAP

2000. Para la obtencidn de los valores de comparacion de los ejemplos incluidos en este
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Capitulo, con el programa SAP 2000, las placas en estudio se discretizan con una malla

de 7200 elementos finitos sdlidos 3D, como la que se muestra en la Figura 5.3.

Ne Polinomios GS w Wi w2 w3 w4
m=2 1,074 0,166 0,298 0,435 0,532
m=3 1,062 0,163 0,256 0,351 0,433
m=4 1,024 0,161 0,251 0,345 0,390
m=2>5 1,023 0,161 0,249 0,342 0,379

Valor referencia SAP| 0,950 0,168 0,269 0,330 0,405

Tabla 5.2. Valores de deflexiones centrales y frecuencias en funcidn de la cantidad de polinomios GS

Figura 5.3. Mallado tipo de una placa con elementos finitos sdlidos 3D en SAP 2000

En la Figura 5.4 se observan los gréaficos de convergencia de los valores de la
Tabla 5.2.

Adicionalmente, se presentan en la Tabla 5.3 los valores de frecuencias
adimensionales y deflexion estatica adimensional del centro de una placa cuadrada
sometida a carga uniformemente distribuida. EI material de la placa es considerado
como isotropo y anisétropo, y en ambos casos la condicion de contorno es SSSS y la

relacion de espesor a/h =10. La placa isétropa tiene un coeficiente de Poisson

v = 0.3, mientras que para las placas anisétropas se adoptan las propiedades elasticas
correspondientes al material M1 previamente definido. En este ultimo la placa esta
constituida por una unica lamina con los ejes principales de ortotropia a 0° y a 45°
respecto de los lados de la placa. En la Tabla 5.3 se incluyen ademas los valores de

referencia obtenidos con el programa SAP 2000 con elementos finitos sélidos 3D.
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Figura 5.4. Valores de frecuencias w, en funcion de la cantidad de polinomios GS

w w1 w2 w3 w1 Ws ws wr ws

Is6tropa Macroelemento | 88,265 | 1,324 | 3,207 | 3,207 | 4,881 | 6,180 | 6,189 | 7,624 | 7,624
Valor SAP 89,817 | 1,311 | 3,179 | 3,179 | 4,802 | 6,024 | 6,031 | 6,883 | 6,883
1 1Amina 0° Macroelemento | 3,424 | 6,706 | 13,360 (19,170 | 23,903 | 24,240 | 32,759 | 38,061 | 41,524
Valor SAP 3,124 | 7,102 |14,142|19,597 | 25,314 | 26,547 | 31,539 | 34,654 | 35,389
1 1amina 459 Macroelemento | 3,262 | 6,864 | 14,758 | 17,306 | 22,719 | 30,112 | 31,811 | 33,135 | 41,044
Valor SAP 2,970 | 7,243 |15,174|18,853 | 24,431 | 29,183 | 31,421 | 33,108 | 33,993

Tabla 5.3. Valores de deflexiones centrales y frecuencias para placas cuadradas SSSS

Para los tres casos presentados en la Tabla 5.3, en la Figura 5.5 se grafica la

variacion, a lo largo del espesor de la placa, de los adimensionales de las tensiones

o)

T

7,. 'y del desplazamiento «, dados por:
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La tension o, se evala en una seccion ubicada en el punto central de la placa

cuadrada (a /2,a/2,z), latensién 7, en la seccién ubicada en el punto medio de uno

de los lados de la placa (0,a/2,z) vy el desplazamiento « en el vértice (0,0, z). Se

observa claramente que la TSDT captura correctamente la variacion de los
desplazamientos y de las tensiones tangenciales transversales, las magnitudes de las
tensiones estan influenciadas por el &ngulo de orientacién de la fibra de refuerzo, siendo

mayor la magnitud de la tension tangencial en el caso de la lamina a 0°.

)
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©
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©
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z/h
D,

z/h
D

z/h
D
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©
o

(=)
©
o]
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]
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Placa Is6tropa

=)
©
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009
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z/h
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D

0,5 0j0 ol5 0,6 0/0 0l6 0,7 o0lo
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< d < I <
N d N < N 0
0,9 0/0 0l9 0,4 0/0 0la 0,6 0j0
0,05 0,05 0,05
u g XX T XZ

Una lamina 45°

Figura 5.5. Variacion de desplazamiento y tensiones en el espesor de la placa

En la Figura 5.6 se muestran las formas modales asociadas a las primeras ocho

frecuencias de vibracion tabuladas en la Tabla 5.3.




130 Capitulo 5— Desarrollo y formulacion macro elemento para estudio de placas laminadas gruesas: TSDT

Isétropa Una ldmina 0° | Una ldmina 45°

Figura 5.6. Formas modales para placas cuadradas SSSS
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5.8.3. PLACAS LAMINADAS

En esta seccidon se presentan tres ejemplos en los que se aplica el modelo
desarrollado en esta tesis a placas laminadas. El primero de ellos muestra un estudio de
convergencia de frecuencias de vibracion libre; el segundo, la comparacion de
adimensionales de deflexiones, momentos y cortes, obtenidos del analisis estéatico, y el
tercero la comparacion de deflexiones y frecuencias de vibracion con los obtenidos

usando elementos finitos solidos 3D.

Ejemplo N°1: A continuacion se lleva a cabo el estudio de convergencia y verificacion
realizado para la frecuencia fundamental de vibracién correspondiente a una placa
laminada cuadrada SSSS de cuatro capas, con esquema de laminacion (0/90/90/0). Se

plantean dos relaciones de espesor a/h y se listan los adimensionales de frecuencia
para diversas relaciones de ortotropia F, / E,. Se define el material 172, usado en este
ejemplo, cuyas propiedades son:

M2: E, =40E,, G, =G, = 0.6E,, G,, = 05E,, v, =0.25

En la Tabla 5.4 se resumen los valores obtenidos para la primera frecuencia de
vibracion de la placa, usando desde dos polinomios de GS hasta cinco, y se muestran los
valores de referencia de Liu et al. (2007) y los de Xiang y Wang (2009), quienes

emplearon una teoria de orden superior y funciones de base radiales multicuadraticas.

Macro Macro Macro Macro Xiang y .
a/h | E /E, | e¢lemento elemento elemento elemento Wang L(IgO%t;;L
m = 2 m =3 m =4 m =25 (2009)
5 3 7.396 6.267 6.250 6.248 - 6.557
10 9.645 8.146 8.116 8.113 8.421 8.270
20 11.452 9.486 9.440 9.433 9.671 9.528
30 12.699 10.273 10.216 10.211 10.416 10.279
40 13.694 10.816 10.749 10.742 10.938 10.773
10 3 7.830 7.089 7.084 7.080 - 7.240
10 10.903 9.761 9.749 9.741 9.912 9.847
20 13.698 12.183 12.161 12.159 12.316 12.225
30 15.670 13.857 13.825 13.822 13.943 13.987
40 17.204 15.121 15.079 15.073 15.213 15.112

2
a” |
Tabla 5.4. Valores de la primera frecuencia w = wF Eﬂ de placa cuadrada SSSS (0/90/90/0)
2
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Se observa que a partir del uso de tres polinomios, las frecuencias
correspondientes tienden a estabilizarse, mostrando ademas convergencia estable y sin
oscilaciones, y con una muy buena concordancia con los resultados de Liu et al (2007) y
Xiang y Wang (2009).

Ejemplo N°2: El segundo ejemplo corresponde al analisis estatico de una placa
cuadrada SFSF, de material compuesto laminado (0/90/0/90/0), con una carga gq

uniformemente distribuida. Las propiedades del material (/3 de las capas son:

M3: E, =25E,, G, =G, = 0.5E,,G,, = 0.2E,, v,, = 0.25

Los adimensionales presentados se obtienen de:

_ En — 10 — 10
W= 100[(;7] w,, My, = [q7] M, Q,= [%—a] Q,

En la Tabla 5.5 se muestran los resultados obtenidos usando el macro elemento
propuesto, con FSDT y TSDT con m = 4 en ambos casos, y se comparan con los de
Moleiro et al. (2008).

a/h Método w M, Q,
Macroelemento FSDT 3.0492 1.2433 4.9015
10 Macroelemento TSDT 3.0581 1.2444 4.9782
Moleiro et al. (2008) 3.0600 1.2458 4.9785
Macroelemento FSDT 2.6969 1.2400 4.8682
20 Macroelemento TSDT 2.7015 1.2450 4.9699
Moleiro et al. (2008) 2.7082 1.2449 4.9748
Macroelemento FSDT 2.5841 1.2402 4.9632
100 Macroelemento TSDT 2.5901 1.2419 4.9780
Moleiro et al. (2008) 2.5955 1.2446 4.9783

Tabla 5.5. Placa laminada cross-ply (0/90/0/90/0) SFSF sujeta a carga uniforme.

En la Figura 5.7 se muestra la deformada del macro elemento debida a carga

estatica uniforme.
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Figura 5.7. Deformada de la placa laminada cross-ply cuadrada SFSF sujeta a carga uniforme.

Ejemplo N°3: A continuacion se presentan en la Tabla 5.6 los valores de frecuencias
adimensionales y de la deflexiéon estatica adimensional en el centro de una placa
sometida a carga distribuida uniforme. La condicion de contorno de la placa es SSSS, la
relacion de espesor a /h =10 y la secuencia de laminacion (30/-30/30). Se consideran
dos formas geométricas distintas: una placa cuadrada de lado « Yy una placa trapezoidal

simétrica de base mayor a, altura a y base menor a /2. Las propiedades materiales

corresponden a las del material M1.

En la Tabla 5.6 se muestran los valores de referencia obtenidos con el programa
SAP 2000 con elementos finitos solidos 3D.

w w1 w2 | ws | wi | ws | we | wr | ws

Macroelemento | 3,267 | 6,857 |14,550| 17,675 | 23,607 | 27,366 | 33,791 | 34,247 | 39,763
Valor SAP 2,978 | 7,120 |15,870|19,088 | 25,149 | 28,342 | 31,660 | 34,456 | 40,113

Cuadrada

Macroelemento | 1,561 | 9,750 | 17,645 | 25,283 | 29,408 | 35,098 | 44,950 | 47,058 | 56,830

Trapezoidal
Valor SAP 1,431 [10,356 | 18,540 | 26,849 | 30,361 | 35,695 | 47,312 | 49,866 | 57,698

Tabla 5.6. Valores de deflexiones centrales y frecuencias para placas laminadas (30/-30/30) SSSS

Para los ejemplos presentados en la Tabla 5.6, en la Figura 5.8 se grafica la
variacion, a lo largo del espesor de la placa, de los adimensionales de las tensiones

o, T, Y deldesplazamiento u. La adimensionalizacion esta dada por las expresiones

o
definidas en la seccion anterior.

La tension o, se evalla en la seccion ubicada en el punto central de la placa
(a/2,a/2,2) y el desplazamiento u en el vértice (0,0, z). La tensioén 7 se evalla en
(a/2,0,z) que representa el punto medio de un lado de la placa cuadrada, y el punto

medio de la base mayor de la placa trapezoidal.
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Figura 5.8. Variacion de desplazamiento y tensiones en el espesor de placas (30/-30/30)

A modo de ejemplo ilustrativo, en la Figura 5.9 se muestran las formas modales
asociadas a las primeras ocho frecuencias de vibracion tabuladas en Tabla 5.6. para la
placa cuadrada, obtenidas con la formulacion propuesta y a partir del programa SAP
2000.

Modos 1 2 3 4

Macro

elemento

SAP 2000
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Modos 5 6 7 8

Macro

elemento

SAP 2000

Figura 5.9. Formas modales de placa cuadrada laminada (30/-30/30) SSSS

5.8.4. ESTUDIO DE LA VARIACION DE TENSIONES EN EL
ESPESOR

En esta seccidn se lleva a cabo una comparacién de la variacién de las tensiones
en el espesor de una placa obtenida con la formulacion propuesta en esta tesis, con los
valores obtenidos por Ramesh et al. (2009), quienes emplearon un elemento finito
triangular de orden superior basado en una teoria de tercer orden de deformacion por

corte.

El propdsito de este ejemplo es verificar la correcta prediccion de las tensiones
interlaminares obtenidas usando el macro elemento formulado, en placas laminadas que
presentan singularidades como apoyos puntuales.

Se considera una placa cuadrada laminada (0/90/0), con relacién a/h =10y

apoyos puntuales en sus cuatro esquinas, sobre la cual actia una carga uniforme

distribuida de magnitud ¢. Las propiedades del material del laminado corresponden al
denominado M3.

Las Figuras 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13 muestran, respectivamente, los siguientes
valores adimensionales en las coordenadas (z,y,z) indicadas, asumiendo como origen

de coordenadas el punto central de la placa:
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h? h?
7, =—70,(00a/272),5, =—0,/(0,0,z)
qa qa
_ h _ h
sz :_Tzz(a/47a’/47z>7 Tyz :_Tyz(oya'/4yz)
qa qa
< —— Macroelemento TSDT
N ‘ ‘ 6,60 ‘ ‘
N 1
3 1 2 —— Ramesh et al. (2009)
Figura 5.10. Variacion de la tension o, en el espesor de un laminado
0,50
< N An —— Macroelemento TSDT
N U T
A - i 2 —— Ramesh et al. (2009)
oyy

Figura 5.11. Variacidn de la tension EW en el espesor de un laminado
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En las Figuras 5.12 y 5.13 se observa la variacion de tensiones calculada a partir

de las ecuaciones constitutivas (C) y la que surge de plantear el equilibrio (E):

do or or Oo or or do or or
T _|_ zy + [z — 0, vy + xry + Yz — O7 2z + Tz + Yz — O
Ox Jy 0z Jy ox 0z 0z ox oy

Se puede concluir que el macro elemento formulado permite arribar a excelentes
resultados en la determinacion de las tensiones de un laminado, ya que reproduce de

manera fiel la distribucion de las mismas en el espesor de la placa.

0,50 +
\ —— Macroelemento TSDT (C)
< 0,00 | | ; ‘ Macroelemento TSDT (E)
0,00 0,05 oy! 0,1 020 025 030 —— Ramesh et al. (2009)
-0,50 -
TXZ
Figura 5.12. Variacion de la tension 7, en el espesor de un laminado
0,50
AN
—— Macroelemento TSDT (C)
S 0,00 ; ; ; Macroelemento TSDT (E)
0,p0 0,20 0,40 ;80 1,00 | —— Ramesh et al. (2009)
/
-0,50
TYyZ

Figura 5.13. Variacion de la tension 7, en el espesor de un laminado
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5.8.5. EJEMPLO DE COMPARACION DE CLPT, FSDT Y TSDT

En esta seccidon se muestra un estudio comparativo de resultados de

desplazamiento u y tensiones &,, 7, (adimensionalizados) aplicando los macro

elementos formulados empleando CLPT, FSDT y TSDT a un ejemplo particular. Se
estudia ademas la influencia de la relacion lado/espesor en los desplazamientos y en la

distribucion de tensiones en el espesor de una placa.

Se considera una placa laminada CCCC con esquema de laminacion (0/90/0), de

forma rectangular con lado « paralelo al eje  y b paralelo al eje vy, y relacion de

aspecto a = 2b. Se considera un material M4 de propiedades:

M4: E, =40E,, G, = G, = 0.5E,,G,, = 0.2E,, v,, = 0.25.

La relacion b /h toma los valores 100, 50, 20, 10, a efectos de considerar en

el andlisis placas delgadas, moderadamente gruesas y gruesas. Los adimensionales estan

dados por:

_ E, (3 3 ) _ h? (1 1 ) _ h (3 3 )
U =—"u|l—a—0bz|, 0, =—0, —a,—byz|, T, =—T,_|—a—0bz
gh \4 4 qb 4

En la Figura 5.14 se observa la distribucién de los desplazamientos # en el

espesor de la placa, con las diferentes relaciones b/ h .

b/h =100

050
Uou

——TSDT
——FSDT
4000 CLPT

z/h

. ®
D

()

-4000
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b/h =50
0,50
—TSDT
S ‘ 0;00 ‘ ——FSDT
-500 -250 "0 250 500 CLPT
0,50
u
b/h =20
0:50
—TSDT
S ‘ 0:00 ‘ ——FSDT
-28 -14 D 14 28 CLPT
— 0,50
u
b/h=10
0;50
—TSDT
< ‘ 0:00 ‘ —FsSDT
N
4 -2 D 2 4 CLPT
0,50

u
Figura 5.14. Variacion de u en el espesor obtenidas con CLPT, FSDTy TSDT
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Las Figuras 5.15 y 5.16 muestran, respectivamente, la distribucion de las

tensiones &

xz?

7., en el espesor de la placa, con las diferentes relaciones b/ h.

Resulta claro a partir de la observacion de estas figuras, que para laminados
delgados las tres teorias predicen una distribucion adecuada de desplazamientos y
tensiones. Sin embargo, cuando se trata de laminados gruesos, se hace necesario y
conveniente el uso de una teoria de orden superior para la correcta determinacion de

parametros de disefio.

b/h =100
0,50
—TSDT
ﬁ T T T 0,00 T T T — FSDT
08  -0,6 04  -0,2 0/0 0,2 0,4 0,6 0,8 CLPT
6;56
O XX
b/h =50
6,56
— TSDT
% : : —0,00 : ‘ ‘ —FSDT
48 -06 -04 -02 0’0 0,2 0,4 0,6 0/8 CLPT
0;50
g XX
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b/h =20

o)
al
ool

/ —TSDT
S ‘ 0,00 ‘ —FSDT
-0,8 -0,4 #0 0,4 08 CLPT
0,50
O XX
b/h=10
0,50
r
* ——TSDT
< : 0,00 : ——FSDT
0,8 -0,4 O‘*"O 0,4 0/8 CLPT
3
0,50
g XX

Figura 5.15. Variacion de o, en el espesor obtenidas con CLPT, FSDTy TSDT

b/h =100

z/h

0,50 +

0,00

-0,50

— — TSDT (C)
—— TSDT (E)
— — FSDT (C)
—— FSDT (E)

CLPT (E)

T XZ
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\ — — TSDT (C)
- | \ ——TSDT (E)
£ 0,00 I
; ols |— — FSDT (C)
——FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 44
0,50 +
— — TSDT (C)
——TSDT (E
£ 0,00 SDT ()
0lg | — — FSDT ()
——FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 #
0,50 +
— — TSDT (C)
ﬁ 0,00 ——TSDT (E)
ola |— — FSDT (C)
—+—FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 +
T XZ

Figura 5.16. Variacion de 7, en el espesor obtenidas con CLPT, FSDTy TSDT



Capitulo 5 — Desarrollo y formulacién macro elemento para estudio de placas laminadas gruesas: TSDT 143

5.9 EJEMPLO NUMERICO PLACA ROMBOIDAL

A continuacion se lleva a cabo el andlisis estatico y dinamico de la placa
laminada romboidal mostrada en la Figura 5.17, a partir del uso del macro elemento

finito formulado en base a la teoria TSDT.

Figura 5.17. Geometria de la placa cuadrilatera laminada SSSS, con diagonales a y b = 2a, sujetaa

carga uniformemente distribuida

Se considera un laminado (5,—0,—03,3), de material E-glass/epoxi (M4) de

propiedades:

M4: E, =60.7GPa, E, = 24.8GPa, G,, =12GPa,
G, = 0.5E, G, =02E, v,=0.23

Para placa delgada los resultados obtenidos se comparan con los publicados por
Nallim et al. (2005). Los valores adimensionales de deflexion y momento que se
muestran en la Tabla 5.7, corresponden al punto A de la placa (ver Figura 5.17)

considerada SSSS, y estan dados por:

3 A A
—i_EBh 1(2010 gt 1000

qa ga’



144 Capitulo 5 - Desarrollo y formulacion macro elemento para estudio de placas laminadas gruesas: TSDT

a/h=10 a/h =100

—4 —A —4 —A
w MﬁXL’ w M!L’:Zf

Macro elemento (m = 4) | 0° 4.9450 4.7552 4.3106 4.7522

Nallim et al (2005) 4.3042 4.7543

Macro elemento (m = 4) | 15° | 5.0577 4.9640 4.3999 4.9533

Nallim et al (2005) 4.3980 | 4.9629

Macro elemento (m = 4) | 30° | 5.5890 4.5785 4.8614 4.8809

Nallim et al (2005) 4.8641 4.8825

Macro elemento (m = 4) | 45° | 6.2770 45793 5.4577 4.5689

Nallim et al (2005) 5.4583 4.5766

Macro elemento (m = 4) | 60° | 6.6701 4.0502 5.8794 4.0400

Nallim et al (2005) 5.8797 4.0422

Macro elemento (m = 4) | 75° | 6.8655 3.5687 5.9768 3.5588

Nallim et al (2005) 5.9731 3.5619

Macro elemento (m = 4) | 90° | 6.3365 3.5855 5.5144 3.5816

Nallim et al (2005) 5.5124 3.5819

Tabla 5.7. Placa romboidal laminada SSSS sujeta a carga uniforme.

En la Tabla 5.7, 5 =0° y 3 = 90°corresponden a laminados cruzados (cross-

ply), con secuencias de apilamiento (0/90/90/0) y (90/0/0/90) respectivamente.

Los valores de los tres primeros coeficientes de frecuencia para esta placa SSSS

se resumen en la Tabla 5.8. Los adimensionales de frecuencias estdn dados por:

3
& = wa® [P con DH:L
D, 12(1 = vyyvy,)

Los valores de los tres primeros coeficientes de frecuencia para la placa

romboidal CCCC son los que se resumen en la Tabla 5.9.
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alh | 8 Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
Propuesto Propuesto Propuesto
10 0 18.5809 34.5022 56.2822
15 18.2249 34.1421 54,7248
30 17.3695 33.3455 51.0873
45 16.4231 32.5637 46.9713
60 15.7411 32.0135 43.4381
75 15.4382 31.6786 41.1124
90 15.3719 31.5529 40.3000
Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
alh | B P Nallimetal. | , Nallim et al. p Nallim et al.
ropuesto (2005) ropuesto (2005) ropuesto (2005)
100 | O 20.6000 20.0737 36.8326 36.6949 60.1989 56.2655
15 20.2158 19.9335 36.7318 36.3469 59.9456 55.3904
30 19.3819 19.0271 37.9273 36.1031 61.7435 55.4023
45 18.1723 17.9583 36.9841 35.7434 56.6129 53.4624
60 17.3480 17.2236 36.3386 35.5353 51.9358 50.1564
75 17.0739 16.9929 36.0438 35.4883 49.0573 47.8736
90 17.0546 17.6523 35.9436 36.0199 48.1886 49.6827
Tabla 5.8. Valores de frecuencias w de placa laminada romboidal SSSS
alh | 8 Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
Propuesto Propuesto Propuesto
10 0 32.1552 48.0616 67.5206
15 31.6226 47.5493 66.5967
30 30.3561 46.5042 64.4355
45 28.8508 45.4811 60.0875
60 27.4350 445784 56.1383
75 26.3933 43.8700 53.3604
90 26.0017 43.5920 52.3198
Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
alh | 3 Pro Nallim et al. p Nallim et al. P Nallim et al.
puesto (2005) ropuesto (2005) ropuesto (2005)
100 | O 37.4472 36.8314 59.6702 58.8535 88.5645 83.1270
15 37.1065 37.0481 59.2706 58.5976 87.5861 82.0608
30 36.0531 36.0536 58.2387 57.8697 84.8958 81.2752
45 34.3733 34.4103 56.9190 56.7976 80.3591 78.8899
60 32.5095 32.5536 55.6439 55.6541 74,7105 74.3086
75 31.0981 31.1404 54.6539 54,7190 70.2107 70.1211
90 30.5825 31.8310 54,2437 55.4846 68.5582 72.0156

Tabla 5.9. Valores de frecuencias w de placa laminada romboidal CCCC

El analisis de las Tablas 5.8 y 5.9 muestra muy buena concordancia con los
valores de referencia (Nallim et al., 2005) cuando se trabaja con bajas relaciones de
espesor. Es importante destacar que aun para el caso de placas delgadas, en el andlisis
dindmico, las frecuencias correspondientes al modo 3 presentan mayor discrepancia, lo
cual es de esperarse debido a la debilidad en la direccion transversal que presentan los

materiales compuestos.
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5.10 EJEMPLOS NUMERICOS: ENSAMBLAJE

Finalmente, para demostrar la versatilidad del macro elemento propuesto en su
aplicacion al estudio de placas laminadas gruesas, de formas geométricas arbitrarias y
condiciones de borde generales, se presentan en esta seccion dos ejemplos de
ensamblaje de macro elementos y se muestran, con caracter ilustrativo, las formas

modales de vibracion obtenidas con el modelo desarrollado en este capitulo.

5.10.1 PLACA TRAPEZOIDAL CON SINGULARIDADES EN SU
PLANO

La placa considerada en este ejemplo es un laminado (60/30/60) de material
M4 'y relacion de espesor a /h =10. La placa es de forma trapecial como se muestra
en la Figura 5.18a y estd empotrada a lo largo del eje z. Este laminado podria
estudiarse empleando un solo macro elemento finito. Sin embargo, con el fin de mostrar
la potencialidad de la formulacion presentada se considera el ensamblaje de dos macro

elementos (Figura 5.18b) aplicados a tres casos diferentes, a saber:

Caso 1. Placa trapezoidal en voladizo, con interfaz entre elementos que requiere

continuidad de desplazamientos y giros.

Caso 2: Placa en voladizo con discontinuidad interna (a lo largo del lado compartido de

los macro elementos de la malla) y punto de uniénen z = 0.5a, y = 0.6a.

Caso 3: Placa empotrada a lo largo del eje = y simplemente apoyada en la linea

coincidente con el lado comun de los elementos de la malla.

yA 9) A D)

0.6a

\ \

\ ME1 \
\ \

® > >
0.2¢ 0.5a 0.7a @ T

v

Figura 5.18. Geometria de la placa laminada en voladizo (a) y malla de macro elementos (b)
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Los seis primeros adimensionales de las frecuencias naturales de vibracion libre
de estos tres casos se presentan en las Figuras 5.19, 5.20 y 5.21, donde se incluyen las

formas modales asociadas.

wi = 3.93069435 w2 = 7.0463018 ws = 13.6841284

wa = 20.2222193 ws = 23.3444513

2
a
Figura 5.19. Adimensionales de frecuencias o = w— L interfaz caso 1.
h\E

2
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w1 = 3.68009594

w2 = 6.04476963

ws = 11.0896898

—
P
R
s
s
Ry

wy = 14.3973912

ws = 18.1490319

we = 10.848172

ST
PN
AR
AT
e

Figura 5.20. Adimensionales de frecuencias o = w
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w1 = 7.58229815 w2 = 9.95879927 w3 = 22.6104416

/18

P

ws = 25.1891331

2
Figura 5.21. Adimensionales de frecuencias & = w |2 interfaz caso 3.
h\E

2

5.10.2 PLACA TRIANGULAR PERFORADA

El presente ejemplo tiene por finalidad presentar la aplicacién de una malla
sencilla de minimo nimero de macro elementos, al estudio dinamico de una estructura
triangular con presencia de perforacion interna. La estructura y el mallado adoptado se
presentan en Figura 5.22. El esquema de laminacion de las placas incluidas en esta
seccién es (45/-45/45), se trabajé con el material M4 y una relacién de espesor

a/h=10. Los adimensionales de frecuencias naturales de vibracion y las

correspondientes formas modales se presentan en la Figura 5.23.
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Figura 5.22. Geometria de la placa triangular con perforacion y mallado considerado.

w1 = 9.21817281

2
Figura 5.23. Adimensionales de frecuencias w = wa— L placa triangular perforada.
h \/ E,
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w2 = 14.3206558

ws = 33.0915382

w1 = 35.9305431

ws = 44.8747297

2
Figura 5.23. Adimensionales de frecuencias & = wl |2 placa triangular perforada (continuacion)
h ‘\f E,
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we = 63.7332052 | .

2
006 T __
04

wr = 78.8834259 | o=

nr:sg
004
D063
ami,

[

ws = 90.4890839 | -

2
Figura 5.23. Adimensionales de frecuencias w = wa— £ placa triangular perforada (continuacion)
h ‘\/ E,

5.11 CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo se desarrolla un macro elemento finito jerarquico a partir de la
teoria trigonométrica de deformacién por corte. Esta teoria, que fue recientemente
generalizada para su aplicacion a laminados es mas ricas que las funciones polinémicas
y ademas mas simples y precisas. Su aplicacion garantiza a priori la satisfaccion de las
condiciones de contorno correspondientes a las superficies libres de la placa. EI macro
elemento formulado se basa en el concepto del método de los elementos finitos en su
version h-p, ya que combina un minimo proceso de discretizacion con el

enriquecimiento de las funciones de soporte local empleando polinomios ortogonales
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generados con la formula de recurrencia de Gram-Schmidt. Las ventajas del modelo
desarrollado se manifiestan ademas en la precisa determinacion de las tensiones,
especialmente las tangenciales transversales, lo cual es fundamental en procesos de
disefio de materiales compuestos laminados que, como se explicd en la Introduccion,
tienen debilidad en la direccion transversal. Por otra parte, el modelo permite considerar
relaciones de espesor bajas (placas delgadas), evitando el fendmeno de bloqueo por

cortante y constituyendo funciones de aproximacion conformes.

A través de varios ejemplos numéricos se comparan los modelos desarrollados
empleando las teorias FSDT y TSDT para placas laminadas gruesas, y se demuestra que
la metodologia propuesta con la teoria de orden superior, TSDT, mejora los resultados
obtenidos con la FSDT, haciéndolos méas precisos, y mostrando, como ya se dijo, una
distribucion mas realista de las tensiones en el espesor de la placa. Esto es posible

ademas, con un bajo nimero de polinomios de Gram-Schmidt.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES GENERALES, CONTRIBUCIONES Y
LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

6.1 CONCLUSIONES

En esta tesis se propone un modelo para el analisis de placas gruesas laminadas.
La formulacion presentada se basa en la generacion de un macro elemento finito
enriquecido, de acuerdo a la version h-p del MEF y en la aplicacién del principio de los
trabajos virtuales. EI modelo se desarrolla en forma secuencial, como primer paso se
formula un macro elemento enriquecido basado en la teoria clasica de placas. Luego, se

generaliza y extiende la formulacién al estudio de placas gruesas laminadas

Para la formulacién de placas gruesas laminadas se adopta, en primer lugar, la
teoria de deformacion por corte de primer orden y se desarrolla un algoritmo general
basado en la aplicacién del Método de Ritz, empleando como funciones coordenadas
polinomios ortogonales de Gram-Scmidt. Posteriormente, tomando esta idea y la
concepcion del macro elemento para placas delgadas, se genera un macro elemento

finito jerarquico basado en la teoria FSDT.

Finalmente, se generaliza y extiende esta base conceptual para proponer un
macro elemento finito jerarquico empleando una teoria trigonométrica de deformacion

por corte, que permite analizar placas gruesas laminadas, con diversas caracteristicas
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mecanicas y formas geométricas complejas. Ademas se presenta el proceso de
ensamblaje, lo que permite estudiar estructuras de placas de variadas formas

geométricas, mediante el mallado de dicha estructura en macro elementos enriquecidos.

El macro elemento cuadrilatero arbitrario es mapeado mediante una técnica de
transformacion de espacios, que lleva a su redefinicion en coordenadas naturales,
formando en este dominio las matrices elementales. En este espacio ficticio se definen
las funciones de forma adoptadas: polinomios de Hermite (que trabajan como funciones
de soporte local), enriquecidos con polinomios ortogonales generados con el
procedimiento de Gram-Schmidt.

La inclusion de la teoria trigonométrica en la formulacion final del macro
elemento, asegura una adecuada prediccion de las deformaciones y tensiones
tangenciales en laminados gruesos, y posibilita el estudio de las tensiones

interlaminares.

El resultado final de esta tesis es un macro elemento finito enriquecido,
formulado a partir del Principio de los Trabajos Virtuales mediante un planteo integral.
El elemento propuesto permite la discretizacion de placas de formas complejas,
obteniéndose mallas con minima cantidad de elementos, que dan lugar a matrices y
vectores globales en donde pueden considerarse facilmente las diversas condiciones de
contorno, e incluso apoyos o discontinuidades internas en la superficie de la placa en

estudio.

Ademas de lo expresado, a partir de los resultados de esta tesis, se pueden

extraer las siguientes conclusiones:

e Se demostr6 que el uso de los polinomios ortogonales como funciones de
enriquecimiento en la aproximacion de las componentes del campo de

desplazamientos, genera soluciones convergentes y estables.

e EI desarrollo del proceso de ensamblaje y la aplicacion de las condiciones de

contorno se lleva a cabo de manera simple.

e EI procedimiento desarrollado permite un tratamiento unificado que posibilita
resolver placas de variadas geometrias sin necesidad de la generacion de mallas
densas, discretizando el dominio en un nidmero minimo de macro elementos, con

una optimizacion en las tareas de pre y post-proceso en los cddigos computacionales
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implementados. Esto resulta sumamente apropiado en problemas de disefio y

optimizacion donde se deben llevar adelante un nimero considerable de calculos.

El bajo nimero de grados de libertad involucrados en el analisis de placas mediante
el macro elemento propuesto, frente al elevado numero de incognitas (y elevado
costo computacional) presentes en una formulacion basada en teorias multicapas,
representa una gran ventaja del método propuesto, reduciendo los costes
computacionales y permitiendo analisis repetitivos en etapas de disefio en las que se
buscan valores éptimos de las variables, como ser: secuencias de laminacion,

espesor de capas, orientacion de las fibras, etc.

Una determinacién precisa de las deformaciones y tensiones (normales y
tangenciales) en el espesor de la placa es de suma importancia en el disefio de
laminados, ya que permite el correcto y riguroso estudio de la delaminacion. Aln en
placas laminadas que puedan considerarse geométricamente como delgadas, las
tensiones interlaminares deben ser calculadas con teorias que incluyan la
deformacion cortante transversal, debido a que los laminados presentan escasa
rigidez transversal. La teoria trigonométrica de deformacion por corte permite la
inclusion de la deformacion tangencial transversal de manera eficiente, ya que en su
cinematica resultan satisfechas a priori las condiciones de contorno correspondientes
a las superficies libres de laminado. Por otra parte, no es necesario el empleo de
factores de correccién por cortante y la formulacién obtenida esta libre de bloqueo
(Shear locking).

La metodologia propuesta puede ser implementada facilmente en un programa de
computadora. La construccion de los términos que forman los elementos de las
matrices del sistema de ecuaciones se lleva a cabo de manera simple. Esto se debe a
la transformaciéon de espacios empleada, a la generacion de las funciones de

enriquecimiento y al desarrollo del proceso de ensamblaje.

La formulacién es facilmente parametrizable, ya que cada macro elemento puede
escribirse en funcién de invariantes que relacionan las propiedades geométricas y/o
mecanicas, lo que constituye un plus adicional que puede ser utilizado para la

generacion de abacos para emplear en procesos de disefio.
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e En relacion a los resultados numéricos obtenidos se puede afirmar que las formas
modales de vibracion obtenidas con la metodologia propuesta tienen una notable
coincidencia con las obtenidas por otros autores. Se obtienen muy buenos resultados
adoptando pocos términos en la funcion de enriquecimiento, tanto en el caso estatico

como en el dindmico.

6.2 CONTRIBUCIONES Y PUBLICACIONES DE ESTA TESIS

La formulacién e implementacion computacional de un elemento placa
enriquecido mediante la incorporacion de polinomios ortogonales de Gram-Schmidt,
basadas en la version h-p del Método de los Elementos Finitos, combinadas con la
técnica de mapeo de espacios y el ensamblaje de elementos, representa el aporte global

de esta tesis.

Los primeros estudios, referidos a placas isotropas delgadas son un aporte en si
mismos, y han sido publicados en:

e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2009). “Desarrollo de un elemento finito
jerdrquico para placas utilizando polinomios de Gram-Schmidt”. Mecanica
Computacional, 28: 747-766.

e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2010). “Ensamblaje de elementos finitos
jerarquicos para el analisis estatico y dinamico de placas cuadrilateras”. Anales de

las XXXIV Jornadas Sudamericanas de Ingenieria Estructural.

La incorporacion de la anisotropia del material permiti6 extender la formulacion

para su aplicacion en placas laminadas. Este modelo ha sido publicado en:

e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2012). “Formulacion y ensamblaje de elementos
finitos jerarquicos para el analisis estatico y dindmico de placas cuadrilateras

laminadas”. Revista Sul-Americana de Engenharia Estrutural, 9: 4-21.

La utilizacién de la Teoria de Primer Orden (FSDT), tanto en la formulacion
basada en el método de Ritz, como en la formulacion del macro elemento finito, hizo
factible el estudio de placas laminadas gruesas, obteniendo resultados muy satisfactorios
y en concordancia con los publicados por otros autores. Algunos resultados han sido

publicados en:
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e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2011). “Static analysis of thick laminated plates
using enriched macro elements”. Proceedings of the 16th Internacional Conference

on Composite Structures. Formato digital.

e Rango R.F., Bellomo F.J., Nallim L.G. (2012). “A general Ritz algorithm for the
static analysis of arbitrarily laminated composite plates using First Order Shear

Deformation Theory”. The Journal of Engineering Research. En prensa.

e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2013). “Static and dynamic analysis of thick
laminated plates using enriched macroelements”. Composite Sructures. Manuscript
available on line, doi: 10.1016/j.compstruct.2013.01.028, in Press.

El empleo de la Teoria Trigonométrica (TSDT) elimina la necesidad de usar un
factor de correccion por corte, representa una distribucion mas realista de
deformaciones y tensiones tangenciales en el espesor de placas laminadas gruesas, y
permite la obtencion de valores precisos de tensiones interlaminares. Esto representa un
aporte muy significativo, ya que la herramienta computacional desarrollada permite un
correcto y mas afinado procedimiento para el disefio de estructuras tipo placa,

constituyendo una herramienta sumamente Util y versatil. Este modelo se publicé en:

e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2012). “Anélisis de placas laminadas mediante
macro elementos usando teoria trigonométrica de deformacion por corte”. Mecanica
Computacional, 31: 1379-1398.

Una comparacion de las teorias de placas clésica, de primer orden y

trigonométrica, ha sido presentada en:

e Rango R.F., Nallim L.G., Oller S. (2012). “Analisi statica e dinamica di piastre
laminate sottili e spesse usando macroelementi arricchiti”. Seminario del
Dipartimento di Ingegneria Civile, Edile ed Ambientale, Universita degli Studi di
Padova, Italia.

6.3 BECAS Y PARTICIPACION EN PROYECTOS DE
INVESTIGACION

Becas obtenidas durante la realizacion de esta tesis:

e Beca de Postgrado CONICET Tipo I (abril 2008 — abril 2011)
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Beca de Postgrado CONICET Tipo Il (abril 2011 — abril 2013)

Beca Erasmus Mundus. Universita degli Studi di Padova, Italia. (noviembre 2011 —
mayo 2012)

Participacion en los siguientes proyectos de investigacion:

Proyecto SPU 15-14-192 “Desarrollo y aplicacion de modelos para el analisis de
vulnerabilidad sismica”. Financiado por SPU (Secretaria de Politicas Universitarias
Ministerio de Educacion de la Nacion Argentina). Directora: Dra. Liz Nallim.
Periodo: 28/12/2010 hasta 31/06/2013.

Proyecto PIP CONICET 0105/2010 “Modelos no lineales para materiales
compuestos”. Financiado por CONICET. Directora: Dra. Bibiana Luccioni. Periodo:
01/04/2011 hasta 30/04/2014.

Proyecto CIUNSa N°1903/09 “Modelos para el analisis de estructuras de material
compuesto laminado”. Financiado por CIUNSa (Consejo de Investigacion de la
Universidad Nacional de Salta). Directora: Dra. Liz Nallim. Periodo: 01/01/2010
hasta 31/12/2013.

PICTO (Proyecto de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica Orientado) N°36690
“Mecénica de elementos estructurales: teoria y aplicaciones”. Financiado por
FONCYT. Agencia Nacional de Promocion Cientifica y Tecnoldgica. Directora:
Dra. Liz Nallim. Periodo: 15/02/2008 hasta 15/02/2010.

Proyecto A/024063/09 “Andlisis y evaluacion de la vulnerabilidad sismica en la
ciudad de Salta”, de cooperacion inter universitaria entre Espafia y Argentina,
financiado por la Agencia Espafiola de Cooperacion Internacional (AECI) y la
Universidad Politécnica de Catalufia (UPC). Director: Dr. Alejandro Barbat Horia.
Periodo: 01/01/2010 hasta 31/12/2010.

Proyecto A/012257/07 y A/017127/08 “Reparacion y refuerzo de estructuras de
hormigén armado con materiales compuestos”, de cooperacion inter universitaria
entre Espafia y Argentina, financiado por la Agencia Espafiola de Cooperacion
Internacional (AECI) y la Universidad Politécnica de Catalufia (UPC). Director: Dr.
Alejandro Barbat Horia. Periodo: 01/01/2008 hasta 31/12/2009.
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6.4 SUGERENCIAS PARA LINEAS FUTURAS DE
INVESTIGACION

Siguiendo los lineamientos generales de este trabajo, se sugieren algunas lineas
de investigacion, las cuales permitirdn profundizar, generalizar y extender las

formulaciones desarrolladas.

e Extender la formulacion del macro elemento obtenido a problemas no lineales en

general, incluyendo un modelo de dafio.

e Estudiar los efectos de la no linealidad material en el comportamiento estructural de

laminados compuestos.
e Analizar la evolucion del dafio en estos laminados.
e Generalizar el mapeo de espacios para contemplar contornos curvos.

e Ampliar la formulacion del macro elemento para abarcar el estudio de secuencias de
laminacion no simétricas, incorporando al campo de desplazamientos las
aproximaciones para « Yy v, lo que permitira también estudiar estructuras

ensambladas no coplanares.

e Extender el empleo de la teoria trigonométrica de deformacion por corte,
incorporando la deformacion y la tension normal perpendicular al plano medio de
laminados gruesos. Para esto se propone incorporar una cinematica que considere el

desplazamiento transversal w con funciones coseno en téerminos del espesor z.

e Incluir en la formulacion placas de espesor variables. Este paso seria muy simple, ya
que dentro de cada macro elemento se puede considerar una variacion de la funcion

que define el espesor de la placa: & (x,y). Andlogamente puede generalizarse este

procedimiento a graded plates.

e Aplicar el modelo a placas sandwich, también seria un paso simple, ya que éstas se
caracterizan por tener una “lamina” media mucho méas débil que las capas externas
(Soft core). En este caso se deberia recalcular las rigideces de cada capa,

considerando que presentan espesores y propiedades muy disimiles entre ellas.

e Combinar la aproximacion de campos de desplazamientos basada en una teoria

trigonométrica de deformacion por corte, con una teoria zig-zag para considerar la
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continuidad de las tensiones de corte transversal en la interfaz entre laminas
contiguas, seria una extension interesante. Esto podria resultar muy util en el estudio

del comportamiento limite.

Incorporar el macro elemento en un programa multipropdsito no lineal termo-
mecanico acoplado, PLCd, software desarrollado, por un grupo de investigadores
del Centro Internacional de Métodos Numeéricos en Ingenieria (CIMNE), entre los
que participan los directores de esta tesis y que se encuentra disponible en el aula
CIMNE UNSa.

Estudiar la incorporacion de un grado de libertad de rotacion alrededor de un eje

normal al plano de la placa (drilling DOF).
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ANEXO A

CUERPO ANISOTROPO - ECUACIONES DE LA
ELASTICIDAD

A.1 INTRODUCCION

Se realiza aqui una breve revision de las ecuaciones de la elasticidad de un cuerpo
anisoétropo, ya que las mismas se utilizan en los diferentes capitulos de esta tesis. Las
ecuaciones gobernantes del movimiento de un cuerpo sélido pueden clasificarse en las

siguientes categorias bésicas.
1) Cinemaética

2) Cinética

3) Ecuaciones constitutivas.

En lo que sigue se presenta una revision de estas ecuaciones.

A.2 CINEMATICA
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A.2.1 DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO [Reddy (2003), Malvern
(1969)]

La cinematica es el estudio de los cambios geométricos o deformaciones de un

cuerpo, sin consideracion de las fuerzas causantes de la deformacion.

Sea un cuerpo deformable (o sistema estructural) B de geometria, constitucion
y carga conocidas. Bajo ciertas restricciones geométricas y bajo la accion de cargas, el
cuerpo experimentara movimiento y deformacion (es decir cambios geométricos dentro
del cuerpo). Si las cargas aplicadas son dependientes del tiempo, la deformacion del
cuerpo sera una funcion del tiempo. Si las cargas se aplican lentamente, de manera que
la deformacion dependa Unicamente de las cargas, el cuerpo tomara una forma
definitiva al final de cada aplicacion de carga. Sea que la deformacion dependa o no del

tiempo, el cuerpo estara en equilibrio para todo instante.

El cuerpo B para t=0 tiene una configuracion C° y una particula X del
cuerpo ocupa la posicion X. En un tiempo t>0, el cuerpo asume una nueva

configuracién C vy la particula X ocupa la posicién x.

En la mecanica del continuo hay dos formas cominmente usadas para describir
el movimiento:
a) Descripcion referencial: La variables independientes son la posicion X de la

particula en una configuracion arbitraria de referencia C* y el tiempo t. Cuando se

toma como configuracion de referencia la correspondiente al tiempo t=0, la

descripcion referencial se denomina descripcion Lagrangeana C* =cC". El

movimiento se describe entonces mediante x =xX(X,t) que da simbélicamente la

posicion x ocupada en el tiempo t por la particula que ocupaba la posicién X en la

configuracién de referencia.

En coordenadas cartesianas:

(X,,X,,X;) se denominan coordenadas materiales de la particula o

coordenadas de su posicion en la configuracion de referencia.

(z,,,,z,) son las coordenadas espaciales que dan la posicién en el tiempo t.
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b) Descripcién espacial o Euleriana: el movimiento se refiere a la configuracion actual
C que ocupa el cuerpo B . La descripcion espacial centra la atencion en una dada
region del espacio. Durante un movimiento del cuerpo B una particula
representativa X ocupa una sucesion de puntos que forman una curva en el espacio

Euclideo. Esta curva esta dada paramétricamente por x = x(Xt).

A.2.2 DEFORMACIONES Y RELACIONES DEFORMACION -
DESPLAZAMIENTO [Reddy (2003), Malvern (1969)]

Cuando el cuerpo sufre deformacién por la accion de fuerzas externas , la
particula X =(X,,X,,X;) se desplaza a una nueva posicion x = (z,,z,,z,). El
desplazamiento de la particula esta dado por:

u=x—X o wu ==z —X, (A1)

7 3 7

Si el desplazamiento de cada particula del cuerpo es conocido, se puede

construir la configuracién deformada C desde la configuracion no deformada de

referencia C°. En la descripcion Lagrangeana, los desplazamientos se expresan en

términos de las coordenadas materiales X, , y se tiene:
U; (XlaXzaX3at): Z; (X17X27X37t>_Xi (A.2)
Consideremos dos particulas P y @ las cuales ocupan la posicion
P:(X,X,,X3) Yy Q:(X; +dX,, X, +dX,,X; +dX;), respectivamente, en la

configuracién de referencia del cuerpo B . Las particulas estan separadas por la
distancia infinitesimal dS = \/dX.dX. * en la configuracién no deformada C°,y dX es
el vector que une P y Q (ver Figura A.l.). Estas particulas se mueven a nuevas

posiciones P y Q respectivamente en el cuerpo deformado. Las posiciones de P y
Q son (z,z,,z,) Yy (2, +dz,x, +dz, 3, +dr,) respectivamente. Las dos

particulas estan separadas ahora una distancia ds = /dz,dz; en la configuracion

deformada C,y dx es el vector que conecta P con Q .

* suma en el indice repetido
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Figura A.l

Cinematica de la deformacién de un medio continuo. [Reddy (2003)]

La deformacion de un cuerpo puede medirse en términos del tensor de

deformaciones E, el cual se define como:
2dX -E-dX = (ds)’ — (dS)* = dx - dx — dX - dX (A.3.9)
y en componentes de las coordenadas cartesianas rectangulares se tiene
2dX.E,dX, = (ds)’ — (dS)’ = dz,dz, — dX,dX, (A.3.b)
El tensor E es el tensor de defor maciones de Green — Lagrange.
Para expresar las deformaciones en términos de los desplazamientos se usa (A.2)
x =X +u(X,X,,X,,t) (A.4)
El diferencial total de x esta dado por
dx = dX- Vx=dX-(1+Vu), (A.5)

donde V denota el operador gradiente con respecto a las coordenadas naturales, X.

Entonces:
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20X+ E-dX = dX:[(1+Vu)-(1+Vu)" - 1]-dX (A.6)

y resulta en coordenadas cartesianas rectangulares

(A7)

Ou,  Ou [auk ][ ou,

ox, ' ox, ' |ox, ) ox,

J

Si los gradientes de los desplazamientos son muy pequefos, ‘Uu‘ <<1, sus

cuadrados y sus productos son despreciables comparados a |u, |, Y el tensor de
deformaciones de Green se reduce a:
1{Ou, Ou, 1
=3l o =3l ) A9

donde ¢ es el tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy y la diferencia entre
ou, /(%cj y Ou, /an desaparece. La forma explicita del tensor de pequefas

deformaciones es:

€1 € & i Tay / 2 7, / 2
€= |81 & Eyn|= 'Vym/2 Eyy 7y2/2 (A.9)
€1 E32 &g 'sz/2 ’YZ,,/Q £,

A.3 CINETICA [Reddy (1999), Malvern (1969)]

A.3.1 TENSIONES

La tension en un punto es una medida de la fuerza por unidad de &rea. Esta
fuerza por unidad de &rea que actta sobre un area elemental ds del cuerpo deformado se
Ilama vector tension. El vector tension en una superficie As en un punto P se define

por:

T= 1m0 (A.10)
As—>0 AS

donde Af es el vector fuerza actuante.



168 Anexo A - Cuerpo Anisbtropo - Ecuaciones de la Elasticidad

El estado de tension en un punto de un cuerpo puede ser representado por los

vectores tension actuantes en tres planos ortogonales que pasen por el punto,

perpendiculares a los ejes coordenados rectangulares. Si T denota el vector tension en

un punto P sobre un plano perpendicular al eje z, (Figura A.2). Cada vector TO,

(7 = 1,2,3) puede ser descompuesto en componentes segun los ejes coordenados:
TV =06, (1=123), (A.11)

donde o, denota las componentes del vector tension T en el punto P en la direccion
z;,y €, es el vector base unitario en la direccion z;. Resultan asi un total de nueve

componentes de tension que dan lugar al tensor de tensiones o . Las componentes del

tensor de tensiones o, se muestran en la Figura A.2.

Se puede mostrar usando la segunda ley de movimiento de Newton que el vector

tension T sobre un plano con normal unitaria A estd relacionado con el tensor de

tensiones o por:

z, Ly
e A
G33
w} 032
6312 023
L . olah @
( Ly 4 G22
; L,
G12
T(I)A/ o011
/ T2 /
x, il
Figura A.2
Componentes del tensor de tensién sobre |os planos coordenados. (a) vector tension. (b)
componentes de tension
T =h.c=0¢"-10 (A.12)

La ecuacion (A.12) se denomina formula de tension de Cauchy y o es conocido

como tensor de tensiones de Cauchy.
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O O Oy
O = |01 Oz Oy
O31 O3 Oz

En la Ec. (A.12) el vector tensién T en un punto en el cuerpo deformado se
determina como la fuerza por unidad de area en el cuerpo deformado. El elemento de
area As en el cuerpo deformado corresponde a un elemento ASen la configuracion de
referencia, en tanto x es la posicion de la particula material X en el cuerpo deformado

cuya posicion en la configuracion de referencia era X. El vector tension puede estar

referido al sistema de coordenadas de referencia (X,;,X,,X;) o al sistema espacial
(z,,2,,2,). Las tensiones que se miden en la configuracién deformada C y estan

referidas al sistema de coordenadas en el cuerpo deformado se Ilaman tensiones de
Cauchy o tensiones verdaderas, o .

La medicion de tensiones que se usa en analisis no lineal de cuerpos solidos es el
tensor de tensiones de Piola — Kirchhoff, el cual se mide en el cuerpo deformado pero
referido a las coordenadas materiales, X;. Las componentes del tensor de tensiones de

Piola — Kirchhoff se denotan con P,. Para problemas de pequefias deformaciones, la

diferencia entre los dos tensores de tension desaparecen.

A.3.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Sea una dada masa de un cuerpo material B que en cualquier instante ocupa un
volumen I' limitado por un area Q. EIl cuerpo esta sometido a la accion de fuerzas T
(por unidad de area) y f ( por unidad de volumen). El principio de conservacién del
momentum lineal establece que la razon de cambio del momentum lineal total de un
dado medio continuo es igual a la suma de todas las fuerzas externas que actdan sobre el
cuerpo B, el cual inicialmente ocupaba una configuracion C°. El principio lleva al
siguiente resultado:

d*x

Vootf=p2X A.13
sri=pt3 (A13)

donde V es el operador gradiente con respecto a las coordenadas X y p es la densidad

del material en el cuerpo deformado. En (A.13), se suponen todas la variables funcién
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de las coordenadas x y del tiempo t. Ademas, la derivada temporal total dx/dt es igual

al vector velocidad v, y dzx/dt2 es la derivada temporal total de v, la que es igual a

dv  Ov dv, Ov, o,
—=—+4+v-Vv 0 —=—"L4qgy — A.14
a ot N T Tat ot Vo (A4

Asi, la derivada temporal total de una funcion en un sistema de coordenadas
espacial consiste en dos partes: derivada temporal instantanea (parcial) y derivada
temporal convectiva. La derivada parcial es una medida del cambio en la cantidad con el
tiempo, mientras que la derivada temporal convectiva denota el cambio en la ubicacion
espacial de una particula que instantdneamente ocupa la posicién. En una descripcion
material la derivada temporal total es la misma que la derivada parcial del tiempo

debido a que la particula en consideracién no cambia:
dx/dt = 8X/8t + 8u/8t =0+ 0u/8t
Las ecuaciones de movimiento (A.13) pueden expresarse en términos del tensor

de tensiones de Piola — Kirchhoff P refiriendo todas las variables a las coordenadas de

referencia X

o'
ot?

0*u

V(P Vx)+f=p 22
( X) poatQ

0o V:[P-(I+Vu)|+f=p, (A.15)

donde po es la densidad en la configuracion de referencia. Expresado en componentes se
puede escribir:
0’u

+f=p,—~- (Al6
fz pO atg ( )

+f= CATRR
i — Po PYE oxX.

J

P

Jm

0 P oz,
ox, | " oX,

ou,
6+ d
[ " 0X,,

Se debe notar que las ecuaciones de movimiento son no lineales en ambas
descripciones. Son no lineales en la descripcion espacial debido a que la derivada
temporal de la velocidad contiene una parte convectiva (el segundo término en la
ecuacion A.14) que depende del vector velocidad v. Para movimientos muy lentos, el
término convectivo es despreciable y las ecuaciones de movimiento se vuelven lineales,
a menos que el comportamiento constitutivo sea no lineal. Las ecuaciones de
movimiento en la descripcion material son no lineales debido a las grandes

deformaciones (es decir debido a axi/ax

m

). Cuando las deformaciones son pequerias,
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8xi/8Xm =¢,,, las ecuaciones de movimiento en término de las tensiones se vuelven

im !

lineales, la no linealidad puede venir de relaciones desplazamiento — deformacién no

lineal y/o de ecuaciones tension — deformacion no lineales.

Cuando los desplazamientos y los gradientes de desplazamientos son pequefios,
entonces el tensor de tensiones de Piola — Kirchhoff P es aproximadamente igual al
tensor de tensiones de Cauchy o :

21 Pxo

Luego la ecuacion de movimiento para el caso de pequefios desplazamientos es:

d*u oo ., o0*u.
Viot+tf=p — L4 f=p, —>= A.17
? Po dt? 0X. L=n ot ( )

J

Como se establecié anteriormente las ecuaciones (A.17) serdn no lineales en
término de desplazamiento, si las relaciones desplazamiento — deformacion o las

relaciones tension — deformacion son no lineales.

A.4 ECUACIONES CONSTITUTIVAS [Reddy (2003), Malvern (1969)]

A.4.1. LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Las relaciones cinematicas y los principios de la mecéanica son aplicables a
cualquier continuo independiente de su constitucion fisica. Aqui se consideran las
ecuaciones que caracterizan al material individual y a su reaccion a las cargas aplicadas.
Estas ecuaciones se llaman ecuaciones constitutivas. La formulacion de las ecuaciones
constitutivas para un dado material estd regida por ciertas reglas (axiomas
constitutivos). No se discutira esto aqui, solo se analizaran las relaciones constitutivas

lineales para solidos sujetos a pequefias deformaciones.

El material de un cuerpo se dice homogéneo si las propiedades del material son
las mismas a través del cuerpo. En un cuerpo heterogéneo, las propiedades del material
son funcion de la posicion. Un cuerpo anisotropo es aquel que tiene diferentes
propiedades materiales en diferentes direcciones en un punto dado, es decir las

propiedades materiales son direccionalmente dependientes. Un cuerpo isotropo es aquel
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para el cual, en un punto, cada propiedad material es la misma en todas las direcciones.

Ademas, un material isétropo o anisétropo puede ser homogéneo o heterogeneo.

Un cuerpo material se denomina idealmente elastico cuando, bajo condiciones
isotérmicas, recobra completamente su forma original luego que se quitan las fuerzas
causantes de la deformacion, y hay una relacion uno a uno entre el estado de tension y el
estado de deformacion. Las ecuaciones constitutivas que se describen aqui no incluyen
fluencia a tension constante y relajacion de tensiones a deformacion constante. Asi, los
coeficientes que se especifican en la relacién constitutiva entre tensiones y

deformaciones se suponen constantes durante la deformacion.

La ley de Hooke generalizada que relaciona las nueve componentes de tension

con las nueve componentes de deformacion puede escribirse como:

o, = Clg; ,7=1...,6

donde o, son las componentes de tension en un cubo elemental, C,; es la matriz de
rigidez y ¢, son las componentes de deformacion. La notacion que se utiliza se muestra

en la Tabla 1 comparada con la notacion tensorial, para situaciones en las que los
tensores de tension y de deformacion son simétricos (en el caso en que las fuerzas de

cuerpo estan ausentes).

TABLA A.1. Notacion compacta y notacion tensorial para tensiones y deformaciones

Tensiones Deformaciones
Notacion Notacién Notacién Notacion
tensorial compacta tensorial compacta
0y (01) 0y € (51) €1
O3 (02) O, ) (52) €
033 (‘73) O3 €33 (53) €3
Tyz = Oa3 o, Yoy = 2€5 4
T3 = O3 05 Va1 = 263 €5
Tig = Oy O Ve = 26, €g

La matriz de rigidez C_, tiene 36 constantes. A través de la teoria de la

i

elasticidad se puede demostrar que C; =C, , por lo que son 21 las constantes
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independientes para un caso general de material anisétropo. Por lo tanto la relacion

tension - deformacion para el caso mas general dentro del campo elastico lineal esta

dada por

o, C, C, Cy 0Oy Cy Cg €,
0, 012 022 023 C24 025 026 &y
O3 _ Cy Oy Oy Oy O Cylle
Tos| Cy Cy Cy O Cpf Oy
Ta1 Cs Oy Cp CF O Cy o
.

WG O Cu G Gy Gl

NOTA: En lo que sigue los sistemas de coordenadas usados son solamente para la
descripcion de las simetrias materiales, y estos en general difieren de aquellos utilizados
para la descripcion del problema. En adelante se utilizan coordenadas cartesianas

(x,y,z) para formular las ecuaciones gobernantes y se usan las ternas (1,2,3) o

(2,,2,,2,) para las coordenadas materiales.

A.4.2 REGLAS DE TRANSFORMACION

Dado un sistema de referencia caracterizado por los vectores base unitarios
e ,e,,e, Yy otro sistema de referencia con los vectores base e;,e;,e; y ambos sistemas

relacionados por una rotacion de los ejes coordenados (Figura A.3), las reglas de

transformacion son

e, =Rel, e =Re, i,j=123
(A.18)

— / — /
R, = Cos(ei,ej), R, = cos(ei,ej)
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A%
/
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...................... &) e
e/ S .._,.»u'-f <<<<<<<
3 : =
i, € X
LI S
AR
Figura A.3

. . . . /
Rotacion de un sistema de referencia con vectores base €; a otro con vectores base €;

Estas relaciones describen una transformacion lineal de coordenadas ortogonales

y pueden expresarse matricialmente de la siguiente manera
e/=Re', e=Re'=RT¢ (A.19)

donde R es la matriz de transformacion o rotacion. En el caso de ejes ortogonales como

los mostrados en la Fig. A.4, la matriz R es simétrica y unitaria. Esto significa que el
determinante de esta matriz es unitario (DetR = ‘Rj‘:ly la matriz inversa R
coincide con la matriz transpuesta (R = R").

La regla de transformaciéon (A.18) puede interpretarse como una regla para
vectores 0 para tensores de rango uno. La generalizacion para tensores de rango dos,

enparticular para el tensor de tensiones es
Uiﬁ =RyRjonu, o= RkiRjUI/d (A.20)

Si se expresa el tensor de tensiones en forma vectorial (ver Tabla A.1) resultan

las siguientes trasformaciones

~1
A ap:(qu) oh P.A=1..6 (A.21)
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De igual forma se pueden encontrar las expresiones para la transformacién de

deformaciones

! e
€p = Tpglq

donde las matrices de transformacion T, y Ty,

:(TSQ)ilgf/q’ p,q=1...,6

estan dadas respectivamente por

(A.22)

Rl;l Rl§2 R.L§3 2R,R;3 2R1R; 2R;1R;,

R R, R, 2RRy  RuRy  2RaR

Ra; Ry Re3 2Rg;Ras 2Ry Ry 2Rg; Ry (A.23)
RoiRer RoRey ResRes RopRes + RosRey RotRes + ResRey RorReyr + Reo Ry

1R RoRsy RisRs RpRss +RsRey RyRes + RsRe RiRsy + RoRs
RiRr RoRr RsRs RoRes +RsRy RiRs +RsRy RiRe, +RoRy
R R R RAR RiRs RiR:
R, R, R, Ry Ry RiRy

(A.24)

Rs1 Rs, Rss Rs2Res Rs1Fss Rs1Rsp
2R1Rsy 2Ry Rey 2RpsRss RooRes + RygRey RopRes + RosRey Ry Rey + RypRes
2R1Rs1 2RyRs; 2R5Rss RpRss + RsRey RiRes + RisRer RiRey +RoRe

2R 1Ry 2R,Ry, 2R3Rs RoRs +RsRy RiRs + RsRy RiRe + RpRy

En sintesis, en notacion matricial, la regla de transformacién para tensiones y

deformaciones puede escribirse como

o' =T, &' =T°%, a':(T")_la'/, sz(TE)_ls/ (A.25)

-1
p:(qu) oq Y de g =RgR;eq con

€ _<T“ ) ! lleva a un importante resultado sobre la relacion entre la inversa y la

La comparacion de o; = R3Rjo con o

transpuesta de las matrices de transformacion de tensiones y deformaciones

() =) () =)

Las relaciones de transformacion para las matrices de rigidez y de flexibilidad C y

(A.26)

S pueden obtenerse considerando que o =Ce y o' =C'¢’
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R
O'/ZTUC(TS)_ e =C'¢e!
T”U:U/:C/E/:C/Tgs’ ’ (A27)
a:(T”)ilchgezcg’
respectivamente.

Considerando (A.26) las relaciones de transformacion para la matriz de rigidez

resulta
T AT
C’:T”C(T") , C:(Tv) cTe (A.28)
y en notacion indicial
Ci =TkTiCy, C;=TiT;Cy (A.29)
El mismo procedimiento lleva a las relaciones para la matriz de flexibilidad
-1 -1
§'=TS(T7) ", s=(T¢) s'T" (A.30)
O bien, teniendo en cuenta (A.26) se tiene
T T
S’:T”'S(TE) , S:(T”) SIT° (A.31)
y en notacion indicial

Si=TwliSe: S =TT/ (A.32)

A.4.3 DISTINTOS TIPOS DE SIMETRIA ELASTICA

Los casos mas importantes en los que se presenta algln tipo de simetria eléstica

son los siguientes:
1) Un plano de simetria elastica

Suponiendo que el plano de simetria elastica es x, =z=0 (o sea el plano 1-2),

la ley generalizada de Hooke quedara expresada de la siguiente manera:
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o, c, ¢, ¢, 0 0 O S
o, C, Cp Cyp 0 0 Cylle,
O3 _ Cy Cy Oy 0 0 Oyl & (A33)
Tas 0 O 0 C, Cs 0|72
T o 0 0 C, C, 0]
e, G G 000 Gyl

Un material con estas caracteristicas se llama monoclinico y tiene 13 constantes

elasticas independientes.

Es evidente que durante un proceso de tracciébn o compresion simple en la
direccién perpendicular al plano de simetria elastica, los angulos entre lineas normales y
paralelas al plano de simetria elastica y aquellos ubicados sobre este, no sufrirn
deformacion y permaneceran rectos. Por esto, un cuerpo que sufre esta deformacion
mantiene la forma de paralelepipedo rectangular, cuatro lados del mismo son
rectangulos y los dos restantes paralelogramos. Cuando no hay planos de simetria
elastica, un paralelepipedo rectangular, el cual estd sujeto ya sea, a traccion o0 a
compresion, se transformard en un paralelepipedo general (ver Figura A.4). Las
direcciones normales a los planos de simetria elastica se denominan direcciones
principales de elasticidad 6 direcciones materiales principales. Para este caso de
simetria, solo una direccion principal pasa a través de cada punto. Esta clase de simetria

la tienen por ejemplo los feldespatos.
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Anisétropo Monoclinico
T34 34
o
o, 1 4
4 .
-
’
T
$2 92
01
/ ! /
Plano de
simetria
x
111 1
T. Y- x.
3 13
A A
ol oy o | oy
- 7‘— J— - <m— | —p
4 1 ] ! 1 |
I_ T L L =1
Figura A.4

Lastensiones normales oy producen deformaciones tangenciales 7,5 en un material con

anisotropia generalizada (derecha) y no producen deformaciones tangenciales en un material
monaclinico (izquierda).

2) Dos planos de simetria elastica

Si hay dos planos ortogonales de simetria elastica para un material, existira
simetria relativa a un tercer plano mutuamente ortogonal. La relacion tension

deformacion en coordenadas alineadas con las direcciones principales estan dadas por:

o, ¢, C, ¢35 0 0 0 g
g, 012 022 023 0 0 0 &y
O3 Cy Cy Cy 0 0 0lle
_ (A.34)
Ta3 0 0 o ¢, O 0 ||72s
Tl O 0 0 0 Cy 07w
Lo 0 0 00 0 Gyl

En este caso el nimero de constantes elasticas independientes en la matriz de
rigidez es 9. Este tipo de material se denomina ort6tropo. Es importante notar que no
hay interaccion entre las tensiones normales o1, 62, o3y las deformaciones por corte vyz3,

vs1, y12 tal como ocurre en materiales anisétropos (en virtud, por ejemplo, de la
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existencia de Cy4). De igual manera no hay interaccion entre las tensiones tangenciales y
las deformaciones normales, ni entre las tensiones tangenciales y las deformaciones por
corte en diferentes planos. Esto significa que si tomamos de un cuerpo ortétropo un
elemento en forma de un paralelepipedo rectangular, con sus lados paralelos a los
planos de simetria elastica, el mismo mantendra su forma cuando sea sometido a
traccion o compresion en una direccion. Con la aplicacion de la carga cambiara la

longitud de los lados, pero los angulos entre los lados mantienen su valor.
3) Un plano de isotropia

En este caso, en cada punto del material hay un plano en el cual las propiedades
elasticas son iguales en todas las direcciones. Por eso un material con estas
caracteristicas se denomina transversalmente isétropo. Si, por ejemplo, el plano 1-2 es
el plano de isotropia, luego los subindices 1 y 2 se pueden intercambiar. La relacion

tension deformacion presenta sélo 5 constantes independientes:

o1 [On G Gy 00 0 -
ol [Co Gy Cy 0 0 0 c,
o, |Cy Cy Cy 0 0 0 e,
T |0 0 0 C, O 0 Vs (A.35)
T31 o 0o 0 0 C, 0 Vs
o0 0 0 0 (0,-0,)p"

Una direccién normal al plano de isotropia y todas las direcciones en este plano
se consideran direcciones principales. Estos materiales se denominan transversalmente

iSOtropos.
4) Simetria completa, cuerpo isotropo

En este caso, cada plano de un cuerpo isétropo es un plano de simetria elastica y
cada direccidn es una direccion principal. La relacion tension deformacion presenta sélo

2 constantes elasticas independientes:
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o c, C, C, 0 0 0 5
o, c, C, C, 0 0 0 e,
o, c, C, C, 0 0 0 £,
T |00 0 (Cy—0Cy)2 0 0 Vs (A.36)
T 0 0 0 0 (Cy = Cu)/2 0 Ta
=l 0 o 0 0 (Cy = C)f2 e
En este caso especial la ecuaciéon anterior puede escribirse de la siguiente
manera

0, = [Aézjékl +p (6z'k6jl + 6i16jk )] €u

donde A y u son las constantes elasticas de Lamé y 51:]' es la delta de Kronecker. Las

constantes de Lamé estan relacionadas con el modulo de elasticidad transversal G, el

mdodulo de elasticidad longitudinal E y el coeficiente de Poisson © como sigue:

=G = E A= vE
2(1+v) (1+v)(1-2v)

Los coeficientes C,; para material isotropo estan dados por:
Ch=Cp =0y =A+2p, Cho=0;=0y=A, 0, =0;=C4=p

A4.4  RELACION DEFORMACION-  TENSION PARA

MATERIALES ANISOTROPOS [Jones (1999), Leknitskhy (1966), Vinson
(1990)]

La relacion deformacidn — tension puede escribirse de la siguiente manera:

e [Sn Se Su Su Su Sulo
e 152 Su Su Su Su Sulle,

| [Su Su Sw Su Sw Sulloy A3
Tos| (S, S, Sy Su Sp ST '
Y| 1S, S, Sp S. S Sl

Tl 18 S, Sy Sk Sy S|l
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donde S;; es la inversa de la matriz de rigidez y se denomina matriz de flexibilidad.

Los casos particulares mas importantes descriptos arriba pueden escribirse
igualmente en términos de la relacion deformacion — tension para diferentes materiales.
Sll 512 SIB 0 O Sl6

g 91
el |Se Sn Su 0 0 Syllo,
1. Monoclinico o = S S S 000 S oy (A.38)
Yos| O 0 0 S, S, 0]z
Va1 0O 0 0 S, S, 0=
el g S S, 0 0 S|l
e [0 S Sy 0 0 0],
e [Se Sn Sy 00 0,
2. Ortotropo o = N (A.39)
Vo3 0 0 0 S, 0 0]
Va1 0O 0 0 0 S, 0=
Telto 0 0 00 0 S|l
O L 0 o
e | [S2 Su Sy 00 0 o,
£, S, S5 S 000 0 o
3. Transversalmente isotropo wl=lo o o S, 0 0 -
Vs o 0 0 0 S, 0 T31
Teloto 0 0 00 0 28, -8,
(A.40)
. S, S, S, 0 0 0 -
e | [So Su S 0 0 0 0,
, e | [Se S» Su 0 0 0 7,
4. lsotropo |, =10 0 0 2(8,, —S,,) 0 0 Ty
Tal 10 0 0 0 2(S,, — Si,) 0 a1
el o 0 o 0 0 2(S,, - S,,) e
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La Tabla A.2 resume los elementos de la matriz de flexibilidad para los tipos de
modelos materiales descriptos.

TABLA A.2. Caracteristica de la matriz de flexibilidad para diferentes simetrias materiales (caso
tridimensional)

Modelo material Matriz de flexibilidad Sj

Si S S Se S5 Se

S, Ss Sy Sy Se

Anisotropia (21 parametros S; Sy S5 S
S

materiales independientes) S5 Sy
Sim S5 S
Sio

Plano de simetria X; =0
S =S5 =S =S5 =5, =S5 =55 =5, =0
Monoclinico (13 parametros Plano de simetria X, =0

materiales independientes) S,=S=S,=5:=S,=S5;=S5=5,=0
Plano de simetria X, =0

Ss=S6 =S5 =S =S5 =S =55 =5, =0

Tres planos de simetria X, =0, X, =0y X =0
Ortotropo (9 parametros materiales . . _ . . . _
Alaitiabed S0=85 =8 =S4 =S5 = S, = S,
Si =S5 =55;=5,=5,=0

Plano de isotropfa X3 =0
S = S0 S5 = S5 S = S0 S = 2Sy _Qz)

> Plano de isotropfa X, =0
Transversalmente isotropo (5

parametros materiales S:1=545S,=S3 S, =S¢ S5 =2(S;—S3)

independientes) Plano de isotropia X =0

S, =559 =9, S5 = S0 Sy :2(822_323)

Los demas S; son como los de materiales ortotropos

SlstZZSSB’%Z:%S:SBa
Is6tropo (2 parametros materiales e e B
independientes) Su = S5 = S = 281 — S)

Los demas S, =0

Si se desarrolla la expresion (A.37) para materiales anisétropos, se tiene:

g = 8,0, + 81,0, + 81305 + 8, Tys + 55731 + 5167,

(A.42)
Mg = 8160, + 9550y + 85605 + S46Tog + S56Tar + ST

Si por ejemplo se aplica a un cuerpo anisotropo una tension uniaxial ¢, = o, la

deformacion queda descripta por:
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€ = 00, Ey = 0190, €3 = 030 (A43)
Yoz =S40, Va1 =S50, Vip = 9,40
La interpretacion fisica de estas deformaciones es que cada lado de un cubo
tendra luego de la deformacion diferentes longitudes (debido a que Si# Spo# Si3),
ademas cada lado del cubo sufre una deformacion angular diferente (debido a que Sy4#
Sis# Si6). O sea, para un material anisotropo existe un significativo acoplamiento entre

las tensiones aplicadas y las variadas respuestas de deformacion.

Acoplamiento extension - extension
Extension

2

rAcoplamiento extension - corte

S S5 Se
Sy Ss Se
S5 Sy
S Sy
Sie

S S Sy

Corte
Acoplamiento corte - corte

Figura A5
Sgnificado fisico de los términos de la relacion tensién deformacion para materiales
anisotropos

En general decimos que cada uno de los términos S;1, S, y Sg3 representa la
respuesta extensional a una tension individual aplicada, o1, 6, Y o3, respectivamente, en
la misma direccion. Los términos Su, S5 y See representan la deformacién angular como
respuesta a una tension tangencial aplicada en el mismo plano. Los términos Sz, Si3 Yy
Sy representan el acoplamiento entre distintas deformaciones y tensiones normales (se
los llama acoplamiento extension — extension, es el conocido como efecto Poisson). Los
términos Sy, Sis, Sis, Sa, S5, 6, 4y S5 Y Ss6 representan la deformacion normal como
respuesta a una tension tangencial aplicada (acoplamiento corte - extension). Por altimo,
los términos Sis5, Sis Y Ss6 representan la deformacion tangencial como respuesta a una
tension tangencial aplicada en otro plano (acoplamiento corte - corte). En contraste, el
Unico acoplamiento que existe en un material isétropo es el de extension — extension
(ver Figura A.5).
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A45 CONSTANTES DE INGENIERIA PARA MATERIALES
ANISOTROPOS

Las constantes de ingenieria, a menudo llamadas constantes técnicas, son los
maodulos de Young, los coeficientes de Poisson y los médulos de corte, ademas de otras

constantes que se definen en el Anexo B.

Estas constantes se miden a través de ensayos simples tales como tension
uniaxial y corte puro. Asi, estas constantes tienen una interpretacion fisica méas directa

que las relativamente abstractas componentes de las matrices de rigidez, o su inversa.

Las componentes de la matriz de flexibilidad se determinan més facilmente que
los de la matriz de rigidez. Para un material ortétropo las componentes de la matriz Sen

términos de las constantes de ingenieria son:

T T
El E2 EB
T S O S
El E2 ES
v Loy g
S = B By By A.44
i = 1 , (A.44)
0 0 0 — 0 0
G
1
0 0 0 0 — 0
Gy
0 0 0 0 O Gi
12

donde

Ei1, Ez, E3 = Mddulos de Young (de elasticidad longitudinal) en las direcciones 1, 2 y 3.
v, = coeficientes de Poisson (acoplamiento extension — extension, 0

deformacion

longitudinal — deformacién longitudinal). O sea, es el cociente entre la

deformacion en la direcciéon j y la deformacion en la direccion i, cuando la

. : N £; .
tension es aplicada en la direccion i. v, = ——, para o, = o Yy todas las demas

1

tensiones nulas.
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Gzs, Gs1, G12 = Modulos de corte (de elasticidad transversal) en los planos 2-3,3-1y 1-2.

Un material ortétropo que es tensionado segun los ejes materiales principales

(coordenadas 1, 2 y 3) no tendra acoplamientos de corte — extension, ni de corte — corte.

Las constantes elasticas para un cuerpo ortétropo (A.44), estan dadas para las
direcciones principales de elasticidad 1, 2, 3 y se denominan constantes elasticas
principales (en oposicion a las constantes en las ecuaciones para un sistema de

coordenadas arbitrario).

La simetria eléstica considerada es la mas importante, ya que este tipo de

simetria es la que se encuentra mas a menudo en la préctica.
Debido a que la matriz de rigidez es simétrica, se tiene también que:

S, =15, (A.45)

de donde se obtiene facilmente:

=tk =123 =), (A.46)

Asi, para un material ortétropo estas tres relaciones reciprocas deben satisfacerse.

Debido a que las matrices de rigidez y la de flexibilidad son mutuamente
inversas, en el caso de materiales ortdtropos sus componentes estan relacionadas de la

siguiente manera:

522‘933 — 5223 813523 — 512533 512523 — 513522 S33S11 — 5123

Cll = g ) 012 = g ) 013 = g ,022 = g
S.S.—8.5 S S, —8? 1 1 1
C.. = 212t 23 11'0‘ — Puta 12’0/ :—,Cr :—,C — AA47
23 S 33 S 44 544 55 555 66 566 ( )
donde

S= 511322533 - 5115223 - 522‘9123 - 533S§z + 2512523‘913

La matriz de rigidez , Cj, para un material ortétropo en términos de las
constantes de ingenieria, se obtiene invirtiendo la matriz S;. Las rigideces distintas de

Cero son:
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C :1_V23V32 _ Uy T VsV Vip Vsl
Y EEAN T E,E,A EENA
C. — Vg + Vo\Vsy _ Vig & Viplog Cy :1_V13V31
13 ' ’
E,E.A E E,A EEA
O — Y Vgl _ Vo T Vol C.. — L — vty (A.48)
# E,E,A EENAN "%  EEA
Cy = Gy Css = Gy 066 = 0127

donde A = L= vy = Vpglyy — VyVi3 — 205 Vgl

E,E,E,
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ANEXO B

MATERIALES COMPUESTOS - LAMINAS
ANISOTROPAS

B.1 INTRODUCCION

En este anexo se desarrollan algunos conceptos fundamentales referidos a
materiales compuestos. Ademas, se particularizan las relaciones tension — deformacién

para una lamina, analizada como una macro unidad estructural de material anisétropo.

B.2 MATERIAL COMPUESTO - DEFINICION [Jones (1999), Vinson
(1987)]

El término material compuesto significa que dos 0 mas materiales se combinan a
escala macroscopica para formar un tercer material con caracteristicas mecanicas mas
apropiadas a la funcion que estd destinado cumplir. La ventaja de un material
compuesto es que, si estd bien disefiado, en general exhibe mejores cualidades que sus
componentes. Algunas de las propiedades que pueden mejorarse el formar un material

compuesto son: resistencia, rigidez, resistencia a la corrosion, reduccién de peso,
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resistencia a fatiga, propiedades térmicas y acustica, comportamiento dependiente de la

temperatura, etc.

Naturalmente, no todas estas propiedades pueden mejorarse simultaneamente. El
objetivo es basicamente crear un material que tenga solamente las caracteristicas

necesarias para el disefio.

Materiales reforzados con fibra, matrices reforzadas con resinas que presentan
altas relaciones resistencia/peso y rigidez/peso tienen mucha importancia en
aplicaciones a aviacion y vehiculos aerospaciales. EI hormigon armado es otro ejemplo

de material reforzado con fibra.

B.2.1 CLASIFICACION Y CARACTERISTICAS [Jones (1999), Reddy
(1997)]

Los tipos mas comunmente aceptados de materiales compuestos son:

1. Materiales compuestos con fibras, que consisten en fibras de un material en una

matriz de otro material

2. Materiales compuestos con particulas, que consisten en macro particulas de un

material dentro de una matriz de otro material.

3. Materiales compuestos laminados, que consiste en capas de varios materiales

incluyendo compuestos de los dos primeros tipos.

B.2.2 COMPORTAMIENTO MECANICO DE MATERIALES
COMPUESTOS

Los materiales compuestos presentan diversas propiedades mecanicas que son
diferentes de aquellas mas comunes en los materiales convencionales en ingenieria.
Algunas caracteristicas son meramente modificaciones del comportamiento
convencional; otras son totalmente nuevas y requieren nuevos procedimientos analiticos

y experimentales.

Muchos desarrollos tedricos se han formulado para materiales homogéneos e
isétropos, en contraste con esto, los materiales compuestos son a menudo heterogéneos

y anisétropos. Debido a la naturaleza heterogénea inherente a los materiales compuestos
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estos son analizados, en general, desde distintos puntos de vista. De acuerdo a lo

expresado, Altenbach et. al (2004) establece que, independientemente de las diferentes

posibilidades de formular teorias para vigas, placas o laminas, se pueden resumir las

diferentes escalas del modelado de elementos estructurales de material compuesto en

tres (ver Figura B.1):

Nivel micromecanico, donde las caracteristicas mecanicas promedio de una lamina
se estiman a partir de las caracteristicas conocidas de los materiales de las fibras y
de la matriz, teniendo en cuenta la fraccion de volumen de fibra y la disposicion
topologica. ElI modelado micromecéanico lleva a una correlacion entre las
propiedades constitutivas y las propiedades promedio del compuesto. En general, la
teoria de mezclas clasica o refinada (Oller et al., 2003) o teorias de
homogeneizacién (Eshelby, 1957; Mori and Tanaka, 1973), En un nivel
micromecanico una lamina se considera como un material ortétropo quasi

homogéneo.

Nivel macromecanico, donde las propiedades materiales efectivas (promedio) de un
laminado se estiman a partir de las caracteristicas promedio de un conjunto de
laminas teniendo en cuenta la secuencia de apilamiento. La modelacion
macromecanica lleva a una correlacion entre las propiedades conocidas de las
laminas y las propiedades efectivas de un laminado. En un nivel macromecanico, un
laminado es considerado como estaticamente equivalente a una Unica lamina con un

comportamiento anisétropo quasi homogéneo.

Nivel estructural, donde la respuesta mecanica de un elemento estructural, como
vigas, placas, membranas, etc, deben ser analizadas teniendo en cuenta la

posibilidad de formular teorias estructurales de diferentes 6rdenes.
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- Matrix

Fiber

] | :
Micromechanics

Lamina (ply)

Laminate

Structural analysis

v

Structure

i

Figura B.1 Niveles de analisis de una estructura de material compuesto

laminado (Kollar and Springer, 2003)

B.3 ECUACIONES CONSTITUTIVAS DE UNA LAMINA [Reddy
(1997), Jones (1999)]

Una lamina es una tipica macro unidad de material compuesto. Representa un
blogue fundamental de construccion y son la base de la formacion de laminados. Una
lamina reforzada con fibras consiste en fibras embebidas en una matriz, que puede ser
un metal tal como aluminio o no metalica como un polimero. Las fibras pueden ser

unidireccionales, bidireccionales, entrelazadas o fibras discontinuas.

En la formulacion de las ecuaciones constitutivas de una ldmina se supone, para

las aplicaciones desarrolladas en esta tesis, que la misma es un es un continuo.

Los materiales compuestos son heterogéneos desde un punto de vista

microscopico. Desde un punto de vista macroscopico, donde las propiedades de un
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material compuesto se derivan de un promedio de los pesos de los materiales que lo

constituyen, fibra y matriz, los materiales compuestos son supuestos homogeéneos.

La ley generalizada de Hooke para un material anisotropo bajo condiciones

isotérmicas (ver anexo A) esta dada por

Cuando el material posee uno o mas ejes de simetria material, el nimero de
constantes elasticas independientes se reduce como se vio en detalle en el anexo A.
Frecuentemente, las laminas reforzadas con fibras se clasifican como ortotropas, es
decir el material tiene tres planos de simetria material. Si los planos coordenados se
eligen paralelos a los tres planos ortogonales de simetria material, las relaciones tension

- deformacion vy las relaciones deformacion - tension pueden escribirse de la siguiente

manera:
o1 [Cu Co Cy 0 0 0.
0| |Ch Cu Cy 0 0 0]
o, |C, Cp C, 0 0 0]g
Tl |0 0 0 C, 0 0|7
T3 0O 0 0 0 C, 0]}
oo 0 0 0 0 Gyl
e[S Se S 00 0],
e (82 Su Su 0 0 0lg,
el 18, Sy S, 0 0 0|l
Ts| |0 0 0 S, 0 0|Ts
Va1 0O 0 0 0 S, 0]
Telolo 0 0 00 0 S|l

B.3.1 COMPORTAMIENTO ELASTICO DE UNA LAMINA

El modelado y analisis a nivel macro-mecanico de una lamina se basa en las
propiedades materiales promedio y en considerar a esta como homogénea. Los métodos
para determinar las propiedades promedio se basan en diferentes procedimientos, como
por ejemplo: teoria de mezclas (Oller,...), homogenizacion (....) y técnicas

experimentales.
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Para el analisis del comportamiento elastico de una ldamina reforzada con fibras

alineadas en una direccidn se asumiran las siguientes consideraciones:

e Las propiedades de las fibras y de la matriz pueden compendiarse en un
material homogéneo con comportamiento ortétropo. Esta suposicion
permite desarrollar relaciones tension — deformacion y formular la
respuesta de una lamina reforzada con fibra, a nivel estructural, de una

manera relativamente simple.

e Tres de las seis componentes del tensor tension son generalmente mucho
menores que las otras tres, es decir, que la hipotesis de un estado plano
de tension, basado en la manera en la cual los materiales reforzados con
fiora se emplean en elementos estructurales como vigas, placas o
membranas, serd suficientemente preciso. Con la hipétesis que el plano

x, — z, del sistema de coordenadas principal es el estado de tension en
el plano, las tensiones en el plano o,,0,,7,, son consideradas mucho

mayores en magnitud que las componentes fuera del plano o5, 795,75

De manera conjunta a la suposicion de estado plano de tensidn los siguientes errores

conceptuales muy comunes deben evitares:

e Debe estimarse la magnitud y efectos de las componentes de tension

05, Ta3, T3 - LOS materiales compuestos reforzados con fibra son a menudo muy
débiles para resistir tensiones transversales al plano z; — z, Yy, por lo tanto, las
tensiones fuera del plano pueden ser pequefias en magnitud, pero lo
suficientemente grandes como para causar falla en el material compuesto.

e La suposicion que o5 = 0 no implica que la deformacion lineal asociada e
sea también nula o despreciable, ya que las tensiones en el plano z; —z,

pueden causar una deformacion significativa en la direccion ;.

La Figura B.2 muestra una ld&mina delgada con refuerzo unidireccional en el plano

r, — 1z, en estado plano de tension. Para materiales ortotropos, sujetos a un estado

plano de tensiones, resulta implicada una deformacion fuera del plano

gy = 5130, + 5530, Vo3 = 0 Vo =0 (B.1)
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donde S, _ Yy Uy S,, _ VY Vs
E, E, E, E,
Luego, la relacion deformacion — tension se reduce a:
& 811 812 0 o,
& |=|5: S» 0]lo, (B.2)
T2 0 0 Sgl|lTe
acompafiada por la ecuacion (B.1), donde
1 v v 1 1
Sy=— Sy = 2= -2 Sy See = = (B.3)
El El EZ E2 Gl?

Se debe notar que para determinar g3 de la ecuacion (B.1), v,, y v,, deben conocerse,

ademas de las constantes en las relaciones (B.3).

1
Ig T
O33= 0
n/
Y > 023 =0
O31= Q‘/ o= | /
O13= 04 y 2 -
L x G $2
/ G12
G21

K
/ On
Ty

Figura B.2. Estado plano de tension en una lamina

La relacién deformacion - tension en la ecuacion (B.2) puede invertirse, de esta

manera se obtiene la relacion tension — deformacion
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0, Qll Q12 0 81
0, | =0, @y 0]]&, (B.4)
T

12 0 0 Q| e

donde Qij se denominan rigideces reducidas para un estado de tensiones planas (en el

plano 1-2 o0 z; — x,) los cuales pueden determinarse de dos maneras:

(1) como las componentes de la matriz inversa de Sz.j en la relacion (B.2), o bien

(2) directamente a partir de Cj; aplicando la condicion o3=0. Esto lleva a la siguiente

./ . Ci?)OjS
expresion sz =C ——=

Y 033

i,j =126

El término C,, es cero porque no existe acoplamiento entre corte — extension para

una lamina ortétropa en las coordenadas materiales principales.

Para una lamina ortétropa, los componentes Q@'j estan dados por

Qn - 522 2 Q22 - Sll 2
511*922 - 512 511*922 - 512
S 1
Q= o Qs = 5 (B.5)
511522 - 512 866

O bien, puestas en términos de las constantes de ingenieria, resultan

Q b Q 5
11 ) 22 )
L=v,vy L=vyvy
Vi Ly vy B}
@ L=v,vy  1=vpp,, o 2 ()

Se destaca que para un material ortétropo sometido a un estado plano de

tensiones las propiedades del material independientes son cuatro, E,E,,v,,,G,,.
Ademas se utiliza la relacion:
bl = Ya1 (B.7)
E E
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B.3.2 DETERMINACION DE LAS CONSTANTES ELASTICAS EN
OTRO SISTEMA DE REFERENCIA

Se definieron las tensiones y deformaciones en las coordenadas materiales
principales para un material ortétropo. Sin embargo, las direcciones principales de
ortotropia pueden no coincidir con las direcciones coordenadas que son
geométricamente naturales para resolver el problema. Por ejemplo, cuando se analiza
una cascara cilindrica de generatriz circular, reforzada con fibras helicoidales (Figura
B.3). En este caso las coordenadas naturales para resolver el problema de la cascara son
z,y, 2, mientras que las direcciones principales materiales son z’,7’, 2. Otro ejemplo
lo constituyen las placas con laminados en distintas orientaciones y las reforzadas con

fibras.

Figura B.3
Céascara cilindrica con refuer zos de fibras helicoidales

Las ecuaciones de transformacion que permiten expresar las tensiones en un

sistema de coordenadas xy en términos de las tensiones en un sistema de coordenadas

1—2 se obtienen a traves de un analisis analogo al circulo de Mhor utilizando
principios elementales de la mecanica (ver Figura B.4). La transformacion esta dadas

por:

O-I
. ®.9)
Ty T19

De manera analoga, la transformacion para las deformaciones esta dada por:
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€, €
-1
S =11 ey |, (8.9)
Tay T2
2 2
donde
m?  n? 2nm
T]=| n* m* —2nm (B.10)
—nm nm m® —n’
y m=cos¢ n=sing¢
Figura B.4. Rotacion positiva de los ejes materiales principales desde
los ejes zy
Se utiliza también la transformacion de Reuter [Jones (1999)]
€, £, € €
e, |=[R]l e, |, |&|=[R]eg | (B.11)
Vay Vay T2 T2
2 2

Donde [R]esté& dada por:
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R]=[0 1 o (B.12)

Una lamina especialmente ortotropa es aquella cuyos ejes principales de
elasticidad estan alineados con los ejes naturales del cuerpo (Figura B.5). En este caso la

ley constitutiva queda expresada por

g Ql 1 Ql 9 0 1S

Tz 1 1
o, =10y =@, @ 0]& | (B.13)
Tl'?/ T12 0 0 Q66 712

Figura B.5. Lamina con refuerzo de fibra unidireccional, especialmente
ortétropa. [Jones (1999)]

En los casos en los que los ejes principales del material no coincidan con los ejes
naturales del cuerpo que se analiza, conocida la relacion tension — deformacion en las
coordenadas materiales principales, se encuentra la relacion tension — deformacion en

las coordenadas zy .

Oz Ul €y
o, | =T oy | =TT [QIRI[TIR] | ¢, (B.14)
TI?/ 7-12 ’Y:Ey

Se puede demostrar que [T]”" = [R][T][R] " . Por lo que se llega a

Q] =[TT [QITT " (B.15)

La relacion tension — deformacion en el sistema zy esta dada por:
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o, 11 912 W6 || g,
v | T (%12 W Y|l &y (B.16)
w] Q@ |l

Es importante notar que la matriz de rigideces reducida transformada @i], tiene
términos en las nueve posiciones a diferencia de la matriz ij que presenta cuatro

ceros. Sin embargo siguen siendo cuatro las constantes independientes del material,

porque la lamina es ort6tropa.

Para un caso general con coordenadas de cuerpo zy, existe acoplamiento entre

las deformaciones por corte y las tensiones normales, y entre las tensiones tangenciales
y las deformaciones normales, es decir existe acoplamiento corte — extension. Asi en
coordenadas de cuerpo, aun una ldmina ortétropa se comporta como anisétropa. Sin
embargo, como estas laminas tienen caracteristicas ortotropas en las direcciones
materiales principales, se las denomina lamina con ortotropia generalizada. O sea, una
lamina con ortotropia generalizada es una lamina ortétropa cuyos ejes materiales
principales no estan alineados con los ejes naturales del cuerpo.

La Unica ventaja que tiene una lamina con ortotropia generalizada respecto de

una lamina anisotropa, es que la primera es mas facil de caracterizar experimentalmente.

Para expresar la relacion deformacion - tensién en las coordenadas del cuerpo, es

posible seguir dos procedimientos:
(1) invertir la relacién tension — deformacion (B.16), 0

(2) aplicar la rotacion (cambio de coordenadas) a la relacion deformacion - tension
expresada en las direcciones materiales principales y llevarla a las coordenadas del

cuerpo. Para ello se escribe nuevamente la igualdad (B.2)

e |=1s, S, 0llo (B.17)

El procedimiento mencionado conduce a
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£, o, 1 P12 Pi||o,
&y | = [T]" [S)[T] g, | =[S Sy Sul|y (B.18)
Tay Tay Si6 Sag S|l W

donde [T]" = [R][T]" [R]" y

o 4 2 9 4

S, =5,m" +(28,, + Sy )n’m’ + S,,n’,

el 2 9 4 4

Sy =Sy, + Sy — Sy ) m*n® + 8, (n* +m*),

o 4 2 9 4

gy = Sy + <2512 + Sﬁ6>n m” + Sy,m”,

S5 = (2511 =25, — S66>nm3 - (2522 =25, - 566)n3m’

Sy = <2511 — 25, — SGG)n3m - (2522 —25), — SGG)nmS’

566 =2 (2511 +28,, — 45, — 566>m2n2 + 566 <n4 + m4).

Debido a la presencia de @, y @, en laexpresion (B.16)yde 5, y S, en

la (B.18) la solucion de problemas que involucren laminas con ortotropia generalizada
es mas complicada que la solucién de problemas que involucren laminas especialmente
ortétropas. El acoplamiento corte — extension complica la solucion practica del
problema. De hecho no hay diferencia entre soluciones para laminas con ortotropia
generalizada y ldminas anisotropas cuyas relaciones tension — deformacion, en estado de

tension plana, puede escribirse como:

9 Qn Q12 Qlﬁ €

Oy | =@y @y @yl| & (B.19)
7—12 Qlﬁ QQG Qﬁﬁ 712

o bien en forma inversa
& Sn S 12 S 16 || 91
& | =512 Sy Oy| 0 (B.20)
T2 T12

16 26 66
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donde las flexibilidades anisotropas en términos de las constantes de ingenieria son

1 Y19 Yo 1
S = =, S = —— = -, S = -,
n=E, 12 E, E, 2~ F,
1 Thor  Thio Thao 1o
g —L g Tt g — 22 a2 (B.21)
6 G, 16 B, G, 26 Lk, G,

Las nuevas constantes de ingenieria que aparecen fueron definidas por

Lekhnitskii (1963) de la siguiente manera:

nijj = coeficiente de influencia mutua de primera clase, caracteriza la deformacion

longitudinal en la direccion i causado por la tension tangencial en el plano ij.

€
Ny = - (B.22)
Yij

para t; =t Y las demas tensiones nulas

nii = coeficiente de influencia mutua de segunda clase, caracteriza la deformacion
angular en el plano ij causada por la tension normal en la direccion i.
i

Ny = 8_ (B.23)

1
para o, = ¢ Yy las demés tensiones nulas

Las otras constantes necesarias para definir las propiedades elasticas de un
material anisétropo se denominan coeficientes de Chentsov y relacionan las
deformaciones tangenciales de manera andloga a los coeficientes de Poisson que
relacionan las deformaciones longitudinales. Pero los coeficientes de Chentsov no
afectan el comportamiento de laminas sujetas a un estado plano de tensiones, ya que
estos estan relacionados en el caso general con S5, Sis, Ss6. LOs coeficientes de

Chentsov se definen como
My 10 = coeficiente de Chentsov, caracteriza la deformacién angular en el plano ki

causada por la tension tangencial en el plano ij .

Hiiw = 7 (B.24)
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para T, =7y las demas tensiones nulas.

Los coeficientes de Chentsov verifican las siguientes relaciones reciprocas:

Mg P . (B.25)
G

ki Gij
Los coeficientes de Chentsov son los llamados coeficientes de acoplamiento corte —

corte.

Las deformaciones cortantes que se producen en un plano debidas a tensiones
normales y tangenciales actuando en otro plano estan dadas por

30y T 10305 T g 3T

713 o G
13

T30y T 7930 T Hyp 03Ty
Yoz = G ’

23

Y

(B.26)

Se debe notar que son necesarios tanto los coeficientes de acoplamiento corte —
corte, como los de corte — extension. Estas deformaciones tangenciales no se producen
en un material ortétropo, a menos que actlen tensiones en coordenadas distintas a las
coordenadas materiales principales. En tales casos, los coeficientes de acoplamiento
corte — corte y corte — extension se obtienen de las componentes de la matriz de

flexibilidad transformadas tal como se muestra mas adelante.

Si se comparan los términos de la matriz de flexibilidad ortétropa transformados,
dados en la expresion (B.18) con los términos de la matriz de flexibilidad anisétropas,
en términos de las constantes de ingenieria establecidos en (B.21), existe obviamente un
coeficiente de acoplamiento corte — extension aparente cuando una lamina ortotropa se
somete a tensiones en ejes que no coinciden con los ejes materiales principales. Se

designa a las coordenadas 1y 2 en la Ec. (B.20) como z e y, ya que por definicion un

material anisbtropo no tiene direcciones materiales principales. Luego se substituye los

Sj (con z e y) de la Ec. (B.21) en la Ec.(B.18). Finalmente las constantes de ingenieria
aparentes para una lamina ortotropa con tensiones actuantes en las direcciones = —y

no principales son
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2v
izim4+ ST n?m? 4+ —n?,
E, E G, E, ]
v
O e |
1 El EZ G12
2v
1 inél n LT n2m? 1+ Lm‘l, ©.27)
1 2 2 41/12 - A ,
— =2 =4 = — n°m +—(n —|—m),
G"”y El E? El G12 12
2v 2
Neye = By 2 1 nm?® — 12 _ n®m|,
E, E, 6‘12 E, E, G12
2v v
nmy,y:EU i‘f‘ﬁ—i n?’m_ i_{_ 12 __]nm?)
E, E, G12 E, E| G12

Una implicacién importante de la presencia del coeficiente de acoplamiento
corte — extension es que cuando se aplican cargas de traccion en direcciones distintas a
las coordenadas materiales principales, se producen deformaciones tangenciales ademas

de las usuales deformaciones longitudinales.

Segun las expresiones (B.27) los modulos de anisotropia aparente, para una

lamina ortétropa tensionada en un angulo ¢ con las direcciones principales de

elasticidad, varian con este angulo.

En resumen las constantes de ingenieria para materiales aniso6tropos o con

ortotropia generalizada son:

E. = Mbdulo extensional, 0 modulo de elasticidad longitudinal (modulo de Young)
G@j = Modulo de corte, 0 modulo de elasticidad transversal
v = Coeficientes de acoplamiento extension — extension (coeficientes de Poisson)

Mg M = Coeficientes de acoplamiento corte — extension (coeficientes de influencia
mutua)

My = Coeficientes de acoplamiento corte — corte (coeficientes de Chentsov)

)
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Las direcciones materiales principales dentro de cada capa de un laminado se

denotaran para un sistema z, —,. Las constantes de ingenieria referidas a estos
sistemas son: F,E,,G, Yv,,. Cuando las capas tienen refuerzo unidireccional estas
cantidades tienen un significado fisico especifico. En particular, z, =z, es el eje
paralelo a las fibras y =, = =z es el eje perpendicular a la direccion de las fibras. En este

caso la notacion sera:

E = Modulo de Young paralelo a las fibras
E, = Modulo de Young transversal a las fibras
v, = Coeficientes de Poisson mayor.

G, .= Madulo de corte relativo al plano z, — ..

B.3.3 COMPORTAMIENTO ELASTICO EN LA DIRECCION DEL
ESPESOR DE LA LAMINA

En la direccion z; = T” ortogonal al plano L — 7' una lamina unidireccional (UD)

es desde el punto de vista macro-mecanico quasi-isotropa. EI comportamiento elastico
en la direccion del espesor queda determinado por la matriz material y en un modelo
tridimensional de una Unica capa UD conduce a una respuesta transversalmente isétropa

con cinco parametros materiales independientes

E=E, E,=E=E=FE, G,=G,;,=G;=G
Vig =Vpr = Vig = Vi (B.28)

Goy = Grp = B, /[2(1+ v3y)| = B /[2(1 4 vy )]

El comportamiento material en las direcciones 2= Ty 3 =T’ es equivalente,

por lo que (B.28) puede escribirse

E,=E,=E, G,=0G;3=G,,

Vip = Vig = Vi, (B.29)
Gy =B, [[2(1+vy)| = Gpp = B, /[2(14 v4y)]

Como se expreso arriba las propiedades mecanicas en la direccion transversal a

la orientacién de las fibras estdn dominadas por la matriz, por lo que el efecto de la
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deformacion tangencial puede ser muy significativo. Para una rotacion alrededor del eje

3 =z, (ver Figura B.4), las transformaciones son validas, resultando

511 512 §13 0 0 S
6113 — — — O-.T
gy 522 523 0 0 526 o'y
€, §33 0 0 §36 o,
= _ _ B.30
fYyZ S44 S45 0 Tyz ( )
_ T
e Sim . o'
Se6
donde
§13 = 513m2 + 523'”2
§23 — 513n2 + 5237712
§33 = 533
a 2 2
844 = S44m + S55n
T 2 2
En funcion de las constantes de ingenieria, resultan:
v v 1 1 1
Si3 = ——+ Spy=——T, Sy=—7, Su=——, S5=——

Er’ Erp Erp Grr
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ANEXO C

PLACAS LAMINADAS: ESFUERZOS RESULTANTES

C.1 INTRODUCCION

En este anexo se presentan la determinacién de los esfuerzos en un elemento

placa.
C.2 ESFUERZOS RESULTANTES EN UN ELEMENTO PLACA

La matriz constitutiva de una lamina simple referida al sistema de referencia
global z,y,z ha sido formulada en el Anexo B, Ec. (B.30). Extendiendo la suposicion
de estado plano de tension al laminado, la Ec. (B.30) puede reescribirse separando las
deformaciones y tensiones tangenciales. Asi, las tensiones de la & —ésima lamina,

expresadas en funcion de los coeficientes de rigidez reducidos transformados, resultan
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s |@u Qu Qs 0 0 e 1®
o, C521 @22 @26 0 0 &,
Toy| = Z261 @62 @66 0 0 Ty (C.1)
Ty 0 0 0 @44 @45 Ty
T — — Yoz
0 0 0 @5 Qs
con

: : 1

U,(zk) =0, 5@ = —_(0135;1; + Cy3e, + 036%;1,) (C.2)

C133

@g"’), i,j = 1,2,6 son las rigideces reducidas de la £ — ésima lamina, funciones de Qg“)
. ; P ibras: O o) — k) k) '

y del angulo de orientacion de las fibras;, Qi,/,Q; = @5y, @5’ tienen los mismo

valores que los correspondientes coeficientes materiales Cﬁﬁ),cﬁ? = é’j),ng) (los

cuales no se reducen por la suposicién de estado plano). La discontinuidad de Qg“) de

una capa (o lamina) a otra implica la discontinuidad de las tensiones cuando se pasa de

una ldmina a otra.

El vector de fuerzas resultantes en el plano del laminado se obtiene integrando las

componentes correspondientes en el espesor del laminado:

N;I; h/2 O,
N={N,|= f o, tdz (C.3)
ny _h/2 ij

Los momentos resultantes estan dados por

T

M, = f o, (2 dz (C.4)
M, W2,

Y

M:I; h/2 o
M =

Los cortantes transversales resultantes estan dados por:

h/2

-faf- [} €

fh/Q
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donde @’ es (de igual manera que las resultantes en el plano) un vector de fuerzas por
unidad de longitud en la seccidn transversal del laminado para = = const 0 y = const,

respectivamente.

Figura C.1. Esfuerzos y momentos resultantes en un elemento placa
[Reddy (2003)]

Finalmente, los momentos de inercia resultantes estan dados por

IO h/2 1
I t= f z (1 p,dz, (C.6)
—[2 fh/2 22

Aplicando las expresiones (C.3), (C.4) y (C.5) a un laminado de n capas como se

ilustra en la Figura C.2, se obtiene:

N Z NG NET [N Ny )
k=1
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M — Z:]u(’f)7 M*E = [Ma(]f) M((k) M(k)} (C.8)

=" QW (C.9)

N® — f oWy — J(k)h(’f)7 k) — xgk) _ x:())kfl)

(h(k))
) (C.10)
N — o Fp )
k=1
y
MO = [ 5P, dy — o™ l(z(kf <k1>2) _ o 0p5H)
‘ 2
(h(]‘))
(C.11)
M =" ®pMzH con ) = l(z(’"’) + z(’“*l))
2

kel

=1

Por otra parte, considerando modelos macro-mecéanicos para el laminado se puede

escribir
&(z,y,2) = €(z,y) + 2k (,y) (C.12)
donde las deformaciones «,,¢,,7,, varian linealmente en el espesor del laminado. El

vector de deformaciones en el plano o membranales esté dado por € (z,y) y zx (z,y)

son las deformaciones longitudinales originadas por la flexion y la torsion, siendo

x (z,y) el vector que contiene las curvaturas flexionales y torsionales. Como se vio en

el cuerpo de la tesis las expresiones de las componentes de curvatura son diferentes de
acuerdo a la teoria empleada (CLPT, FSDT, THSDT, etc.).

Reemplazando la Ec. (C.12) en la Ec. (C.1) se obtiene:
¥ = QW = Q™ (¢ + 2x) (C.13)
Las deformaciones membranales de cada lamina del laminado «¢,,¢,,,,, asi

como las curvaturas &,,k,, %, Y las rigideces reducidas Z)Y?,@ﬁ’;),éi’?,

Ty Ty
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@(2’;),_@(2];),_@;? son constantes en el espesor h*) de cada lamina, y por tanto, las Ecs.

(C.10) y (C.11) se reducen a

L)

S
N = kz_:l@(k)f dz|e + : @(k) (‘kfl)zdz K

A k=1 (C.14)

A B

N = A€ + Bk
y
) ) ) )
M = ZQ(’“) zdz|€e + @(k) 2dz |k
k=1 k1) k=1 =) (C.15)
B J \ D

Las matrices A,B,D corresponden a las rigideces membranales, de

acoplamiento y flexionales, respectivamente. Siguiendo un procedimiento analogo,

reemplazando la Ec. (C.1) en la Ec. (C.9) se llega a

20 " AF)
Qs _ C?(k) a_s(k)dz _ Cs(k:) dz YS

(C.16)
AS
QS :AS’YS
donde  C* Cy Cy . Tz . Vaz A Ay Ay
= s g = 5 = 5 =
Cyy s 7 KL O Ay Ay

La Ec. (C.16) es una primera aproximacion y consiste en considerar la
deformacion por corte transversal independiente de la coordenada z. A® contiene las
componentes de rigidez cortante transversal. Se puede obtener una mejor aproximacion
si se reemplazan los coeficientes de rigidez cortante transversal A7 por (kA)f,j, ki; se
denominan factores de correccion por corte. Los elementos de las matrices A, B, D, A®
estan dados por:

n k o
Aij = ZQZ(J )h(k)7 L] = 17276
k=1 (C.17)

1 n
By =23 Q07 nY, i j=1,26

k=1
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RN e R
Dy == Q|2 + =, ij=126
3 12

A =3 0PN, i =45
k=1

Las expresiones de las fuerzas resultantes en el plano del laminado, de los

momentos y de los cortantes transversales pueden escribirse de la siguiente manera

N| |[A B 0|,
M|=|B D 0|« (C.18)
QS 0 0 AS ,‘{S

Si se escribe la Ec. (C.18) expandiendo las submatrices de rigidez se pueden

apreciar con claridad los distintos coeficientes de acoplamiento, tal como se muestra en

la Figura C.2.
Axil - Flexion
_ l Axil - Torsion
Axil - Corte

[N, Ay Ay (A lBll By||Bgl 0 0]
N, Ay Ay |Ay||Biy By|[By| 0 0 ?
Ny, Ag At s Bis Do By 0 0 fyij
M, | By Big||Big| Din Dia [Pig) 0 0 || &,
| M, |~ Bz _Ba||Bos| Dig Doy [Dog) 0 0[] 5y |
M, Big Bodf [Bse| [Dig_ Dog| Do 0 0 || "y
Q, 0 0 fo 0f0 o4 4[]
Q, 0 0 (0 0 0 0|4 A"

Flexion - Torsion
Corte - Torsién Corte transversal
Figura C.2. Axiles, Momentos y Cortes resultantes en una placa laminada,
acoplamientos.

Las tensiones (o,,7,,) estan relacionadas con las tensiones (Um,oy, zy) a
través de las siguientes ecuaciones de transformacion:
2 2 o,
o, n, n, 2n,n, @ 19
= g .
Tns —nn nn n—nl| "’ (C.19)
z' %y z' "y T Y
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Teniendo en cuenta la igualdad (C.19) es posible obtener

N
N, n’ ni 2n,m, ‘
= . oy (C.20)
Ny —ngn, nn, Ny —n,
N:L‘y
M
M, n? nZ 2n,m, ’
= M (C.21)
Mns —n.n n Tl' n, — Tl2 Y






Anexo D — Método de Ritz - Funciones Coordenadas 213

ANEXO D

METODO DE RITZ - FUNCIONES COORDENADAS

D.1 INTRODUCCION

En este anexo se presenta una sintesis de las técnicas variacionales utilizadas en
el desarrollo de esta tesis. En particular se expone el método de Ritz a través de una
solucion a variables separables como la utilizada para resolver el problema planteado.
También se exponen las propiedades que deben satisfacer las funciones coordenadas
para obtener soluciones convergentes cuando se las utiliza en el método de Ritz. Por
otra parte, se presenta por un lado, la técnica de generacion de los polinomios
ortogonales a través del proceso de Gram — Schmidt y por otro se presentan las

funciones viga ordinarias que se utilizaron en el Capitulo 4 para comparar resultados.

D.2 EL METODO DE RITZ [Kantorovich y Krylov (1964), Reddy (2003)]

Se expone a continuacion la idea fundamental del Método de Ritz.

Consideremos el problema de minimizar la siguiente integral doble:

I(uw) = ffF(x, Y, U, uw,uy>da: dy, (D.1)
R
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con la condicion u = ¢ (s) sobre OR, (D.2)

siendo OR el contorno que limita al dominio R. Sea wu, la solucion exacta del

0

problema, y I(UU) = m el valor minimo. Si se dispone de una funcién u que satisface

la condicion (D.2) y para el cual el valor de I (w) es préximo a I(uo), es claro que es
posible expresar que u sea una buena aproximacion a la solucion del problema «, . Mas
adn, si se conoce una sucesién {z, } de funciones que satisfacen (D.2) y para la cual

I (w,) — m cuando n crece, cabe expresar que las u, se aproximen a u, -

Para la determinacion de una funcion z que de un valor de la integral proximo
al minimo, Ritz propuso el siguiente procedimiento. Consideremos una familia de

funciones dependientes de varios parametros a_, dadas por:

u, (z,y) = ap, (z,y) + ap, (z,y)+... + a9, (2,9) (D.3)

y tal que para todos los valores de los pardmetros la condicién (D.2) se satisface”.
Ahora limitaremos la clase de las funciones admisibles a las funciones de la familia
(D.3) y entre ellas encontraremos la que da a la (D.1) el valor méas bajo. Las funciones

¢, (z,y) se denominan funciones de aproximacion 6 funciones coordenadas.

Si se substituyen en (D.1), « dada por la (D.3), y se realizan las derivaciones e

a:

n?

integraciones necesarias, / se convierte en una funcion de las n variables a ,a,,...,

I = I(al,aQ,...,an). Puesto que deseamos obtener el minimo de esta funcion, los a,

deben satisfacer el sistema de ecuaciones

oI

—=0 D.4
o (D.4)

Resolviendo este sistema, se obtienen los valores @ ,a,,...,a,; eligiendo la funcion de

(D.3) correspondiente a estos valores de los parametros, se habrd obtenido la solucion

aproximada:

u, (z,y) = ap, (z,y) + a0, (v,y) +... + 3,0, (2,9)

" Para ello cada funcion ¢, (z,y) debe satisfacer las condiciones de contorno



Anexo D — Método de Ritz - Funciones Coordenadas 215

Debe notarse que cada familia de (D.3) estad vinculada con la precedente al

aumentar n en una unidad, por el hecho de contener a dicha precedente. Sea u, la n -

ésima aproximacion, puesto que cada familia contiene a todas las funciones de la
precedente, es claro que los sucesivos minimos obtenidos forman una sucesion no

creciente

I(u)>1(z,)>...

Es importante aclarar que si se supone que I(En_l) se obtiene con los

parametros de los valores @',a,,...,a’

n—1"

si fuera I(w,)>I(u, ,) cambiando los

valores a_,a. a. de los parametros por el juego de valores a’

—/ —/ .
sy @, a a 505 se

NI
obtendria con la familia u, el valor menor I(@H) y por lo tanto I (w,) no podria ser

el minimo que se obtiene con 1, .

Es necesario establecer en qué casos se puede afirmar que la sucesion

I(w),I(w,),... tiende al valor exacto m del minimo. Es decir, en que casos se

verifica:

lim I (@, ) = I (u,) = m. (D.5)

n—oo

Una condicion suficiente para que se verifique (D.5) es lo que se conoce como
completitud de la familia (D.3) en el siguiente sentido:

e Cualquiera sea la funcion u que satisfaga las condiciones de contorno, tal

que u, Y u, sean continuas en R, para todo ¢ > 0 existe un valor de n,y

una funcién de la correspondiente familia U ;

n

u, = a,p, +a,p, +...+a, p,, tal que se verifiquen las siguientes

desigualdades en todo punto de R:

3u07 au

2

_ oy _ 8U07 8u
ox oz

1

dy Oy

<e

‘uOn —u‘<€,

Es decir, que cada funcion admisible junto con sus derivadas parciales
puede ser aproximada tanto como se quiera mediante funciones de la

familia w, .
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En efecto, si la condicion de completitud se cumple y se la aplica a la solucion

exacta u, del problema; entonces es:

u, du, Ou,, ~ Ou,
‘u07l—u0‘<s, — — y = <e
’ Oz Ox dy dy
De la continuidad de F'; resulta que la diferencia:
ou, ~ Ou, du, Ou, e N
Fla,yu, ,—,—| = F|z,y,u,——, , serd arbitrariamente pequefia en la
" 0x 0y or 0Oy

region R, con lo cual la diferencia de integrales también lo sera:

I<170n>_l(uo): fo

Ahora bien, u, es una de las funciones de (D.3); u, da a la integral el menor de

auo ou

0
F xayvuo, ax,

drdy < €’

au()n au[)n
F 37,2%%7“%; 63/ -

los valores obtenidos con las funciones de dicha familia; entonces es I (u,) < I (uo)
Con lo cual resulta I(u))<I(w,)<I(u,)<I(u)+e. Es decir que

lim I (@, ) = ](uo): m.

n—oo

Nota: Esto dltimo no implica que sea lim u, = u,. En general, la violacion del

n—oo

requerimiento de completitud puede conducir a grandes errores.

En la siguiente seccidn se presenta un resumen de las caracteristicas que deben

reunir las funciones coordenadas.

D.3 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES COORDENADAS

Las funciones de aproximacion o funciones coordenadas que se utilizan para
aproximar el campo de desplazamientos cuando se aplica el método de Ritz deben
elegirse de manera apropiada. La ecuacion (D.3) puede verse como una representacion

de wen forma de componentes; los parametros ¢, son los componentes (o coordenadas)
y . son las funciones coordenadas. Otra interpretacion de la ecuacion (D.3) esta dada

por las series finitas de Fourier, donde ¢, se conocen como coeficientes de Fourier.
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Para asegurar que las ecuaciones algebraicas resultantes del Método de Ritz
tengan solucion, y que la solucion converja a la solucion verdadera del problema a

medida que el nimero de parametros N aumenta, debemos elegir Y, (j=12,...,N)
de manera tal que estas cumplan lo siguientes requisitos:
a) ser continua como se requiere en el planteo variacional (es decir Y, debe ser tal
que tenga una contribucion no nula a la energia potencial total);

b) satisfacer la condicion de contorno esencial especificada;

c¢) el conjunto {gbj} debe ser linealmente independiente y completo.

D.4 APLICACION DEL METODO DE RITZ PARA EL ANALISIS
DE PLACAS [Whitney (1987)]

La energia potencial total el caso general de placas anisétropas que se trata en

esta tesis puede escribirse de la siguiente manera:
H=U+V-T, (D.6)

donde U es la energia de deformacion, V es la energia potencial de las cargas exteriores

y T es la energia cinética del sistema.

Si se asume una solucién a variables separables, el campo de desplazamientos

tendra en general la siguiente forma:

M M M M

Wy =20 @e (y)=> > W, (,y) (D.7)

i=1 j=1 i=1 j=1
La aplicacion del método de Ritz exige para el caso estatico

oIl :8(U+V)207 i=1...M; j=1,....N (D.8a)
dc.. dc.,

) )

Si se reemplaza el campo de desplazamientos propuesto a través de (D.7) en la
condicion (D.8a) se obtiene un sistema de M x N ecuaciones lineales simultaneas,

cuya solucion permite encontrar el valor de los M x N coeficientes desconocidos ¢

[K]{cr = {F} (D.8b)
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donde [K]y {F} contienen coeficientes que dependen de los parametros del problema

(geometria, propiedades del material, cargas) y de las funciones de aproximacion. Estos
coeficientes dependen del problema particular que se analiza.

Para el caso dinamico, se tiene

oc.. dc..

) )

N (D.9)

Al reemplazar la aproximacién dada por (D.7) en (D.9) se obtiene un conjunto
de M x N ecuaciones homogéneas simultineas. La solucion no trivial de este sistema
solo puede obtenerse si el determinante de la matriz de coeficientes es cero. Esta
condicion es suficiente para determinar los autovalores que constituyen las frecuencias

naturales de vibracion libre del sistema.

D.5 ALGUNAS CARACTERISTICAS DISTINTIVAS DEL
METODO DE RITZ [Reddy(2003)]

A continuacion se listan algunas caracteristicas generales del método de Ritz

basadas en el campo de desplazamientos supuesto.

1. Cuando se aumenta el nimero de términos en las funciones coordenadas, los
coeficientes previamente calculados de las ecuaciones algebraicas (resultantes de
(E.8b)) no se alteran, siempre que no se modifiquen las funciones coordenadas
seleccionadas previamente. Se debe adicionar al sistema de ecuaciones solamente

los nuevos coeficientes calculados.

2. Si los sistemas de ecuaciones algebraicas resultantes son simétricos, se necesita
tener en cuenta solo los elementos superiores o inferiores respecto a la diagonal en

la matriz de coeficientes [K]. La simetria de los coeficientes de la matriz dependen

del planteo variacional realizado en el problema.

3. Si el planteo variacional es no lineal en w, luego las ecuaciones algebraicas

resultantes seran también no lineales en los parametros ¢y Para resolver tales

ecuaciones no lineales, se dispone de una gran variedad de métodos, tales como:

método de Newton, método de Newton Raphson, método de Picard, entre otros.
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4. Como las deformaciones especificas son calculadas a partir de una aproximacion al
campo de desplazamientos, las deformaciones y las tensiones son generalmente

menos exactas que los desplazamientos.

5. La ecuaciones de equilibrio del problema se satisfacen s6lo en el sentido energético,
no en el sentido de la ecuacion diferencial. Por lo tanto los desplazamientos
obtenidos de la aproximacién de Ritz, en general no satisfacen las ecuaciones de

equilibrio de manera puntual, a menos que la solucion converja a la solucion exacta.

6. Teniendo en cuenta que un sistema continuo es aproximado por un nimero finito de
coordenadas (o grados de libertad), el sistema aproximante es menos flexible que el
sistema real. En consecuencia, los desplazamientos obtenidos desde la energia

potencial total por el método de Ritz converge a la deflexion exacta por abajo:

W, <W, <..<W, <W, ..<w(exact), para M > N

donde W, denota la aproximacion de Ritz de N parametros para w obtenida, ya

sea por el principio de los desplazamientos virtuales o por el principio de la minima

energia potencial total.

En los problemas que involucran la solucion estatica y dindmica de placas
anisoétropas la convergencia a la solucidn exacta esta asegurada [Kantorovich y Krylov,

(1964)] si para cada € > 0, existe un conjunto de constantes ¢ tales que

M N ow M X !
U)—ZZC”VVZJ < g, %—ZZ i P <é€
i=1j=1 i=1j=1
M N ow. 2 M N W
LI o) o Pilid'] Py KGR o o P 1 P (D.10)
dy ==Y Oy 0zdy =7 Y O0z0y
9w M 82WU 9w M N aZWU
_—— C.. <€ |=—5 - C.. <e
ox? ;; U9z’ dy” ;; C T

Las seis condiciones (D.10) deben satisfacerse para que WW, sea un conjunto
completo de funciones.

Una sucesion de polinomios algebraicos, por ejemplo, es completo si contiene

términos de todos los grados hasta el grado mayor (N, M).
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La independencia lineal de un conjunto de funciones se refiere a la propiedad
que existe relacion no trivial entre ellos. De manera que ninguna funcién puede ser

derivada a partir de una combinacion lineal de otras del conjunto.

Para funciones coordenadas polinémicas, las propiedades de independencia
lineal y completitud requieren que las mismas sean polinomios de orden creciente. Por

ejemplo, si o, es un polinomio lineal, , debera ser cuadratico, ¢, debera ser un
polinomio cubico, y asi sucesivamente (pero cada ¢, No necesita ser completo en si
mismo)

La propiedad de completitud es esencial para la convergencia de la aproximacion de
Ritz.
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	CAPÍTULO 1
	PRESENTACIÓN E INTRODUCCIÓN AL PROBLEMA

	Los materiales compuestos y los compuestos laminados son muy importantes en diversas aplicaciones en muchos campos de la ingeniería. Además de presentar una elevada relación resistencia-peso y rigidez-peso, tienen la ventaja que sus propiedades estructurales pueden modificarse mediante el cambio de la orientación de las fibras de refuerzo, la forma, proporción y disposición de las mismas, el número de láminas y la secuencia de apilamiento. En particular, placas laminadas de distintas formas geométricas construidas con materiales compuestos reforzados con fibras tienen excelentes ventajas y son ampliamente utilizadas en componentes estructurales de alto desempeño. Frente al incremento del uso de los materiales compuestos se plantea la necesidad de un mayor esfuerzo en el desarrollo de sistemas estructurales y paralelamente la generación de métodos de cálculo que permitan analizar y diseñar estructuras, o partes de las mismas, elaboradas con estos materiales. Los materiales compuestos reforzados con fibras son, además, resistentes a la corrosión, térmicamente estables y resultan especialmente adecuados para estructuras en las que el peso constituye una variable fundamental en el proceso de diseño. Más aún, en general, los materiales compuestos pueden diseñarse para satisfacer requerimientos de resistencia, rigidez, y otros parámetros en cualquier dirección. Las características mencionadas y especialmente la reducción de peso que el uso de estos materiales implica, han hecho que los mismos sean de particular interés en la fabricación de piezas para las industrias aeronáutica, aerospacial, naval y de automóviles. 
	Los materiales compuestos de polímero reforzado por fibra (FRP - Fiber Reinforced Polymer) combinan las características de los materiales individuales que los conforman para obtener un nuevo material que proporciona mejores propiedades que las de sus componentes por separado, de esta manera, mientras la fibra se diseña para soportar las cargas, la resina actúa como medio de transferencia de tensiones entre fibras adyacentes (Karbhari and Zhao, 2000). Los FRP normalmente presentan fibras de vidrio, carbono o aramida dentro de una matriz de resina termoestable epóxica, de poliéster, viniléster o fenólica, en una concentración mayor al 30% en volumen de fibra del compuesto.
	La aplicación de materiales compuestos con fines estructurales en obras civiles comienza a ser relevante en las últimas décadas. La introducción de los materiales compuestos en el campo de la ingeniería civil ha sido lenta principalmente por razones económicas, empleándose fundamentalmente en rehabilitación estructural, refuerzo estructural y sustitución de elementos estructurales, mejorando el comportamiento de la estructura existente sin alterar su configuración geométrica. Asimismo, son materiales livianos y no demandan cambios en la distribución del sistema estructural o en la cimentación. Las ventajas que ofrecen estos materiales hacen posible que sean considerados como una alterativa de solución durante la etapa de diseño, es por esto que comienzan a ser empleados en diferentes tipos de estructuras como edificios, pasarelas y puentes (Keller, 1999; Bank et al., 2000; Keller, 2002; Sobrino y Pulido, 2002; Bank, 2006a; Keller et al., 2007) dando respuesta a requerimientos difíciles de cumplir empleando materiales convencionales.
	Además, en la industria de la construcción se aplican en estructuras sometidas a la acción de ambientes agresivos, en partes de plataformas offshore, en depósitos, en refuerzos de estructuras, en tableros para pasarelas, y en recubrimiento de túneles (Oller Ed., 2002). 
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	ANEXO A 
	CUERPO ANISÓTROPO - ECUACIONES DE LA ELASTICIDAD
	A.1 INTRODUCCIÓN
	Se realiza aquí una breve revisión de las ecuaciones de la elasticidad de un cuerpo anisótropo, ya que las mismas se utilizan en los diferentes capítulos de esta tesis. Las ecuaciones gobernantes del movimiento de un cuerpo sólido pueden clasificarse en las siguientes categorías básicas.
	1) Cinemática
	2) Cinética
	3) Ecuaciones constitutivas.
	En lo que sigue se presenta una revisión de estas ecuaciones.
	A.2 CINEMÁTICA
	A.2.1 DESCRIPCIÓN DEL MOVIMIENTO [Reddy (2003), Malvern (1969)]
	A.2.2 DEFORMACIONES Y RELACIONES DEFORMACIÓN – DESPLAZAMIENTO [Reddy (2003), Malvern (1969)]
	Cuando el cuerpo sufre deformación por la acción de fuerzas externas , la partícula  se desplaza a una nueva posición . El desplazamiento de la partícula está dado por:


	A.3 CINÉTICA [Reddy (1999), Malvern (1969)]
	A.3.1 TENSIONES
	A.3.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

	A.4 ECUACIONES CONSTITUTIVAS [Reddy (2003), Malvern (1969)]
	A.4.1. LEY DE HOOKE GENERALIZADA
	TABLA A.1. Notación compacta y notación tensorial para tensiones y deformaciones
	Tensiones


	A.4.2 REGLAS DE TRANSFORMACIÓN
	       Dado un sistema de referencia caracterizado por los vectores base unitarios  y otro sistema de referencia con los vectores base  y ambos sistemas relacionados por una rotación de los ejes coordenados (Figura A.3), las reglas de transformación son
	                                                                   (A.18)
	Estas relaciones describen una transformación lineal de coordenadas ortogonales y pueden expresarse matricialmente de la siguiente manera
	(A.19)
	donde es la matriz de transformación o rotación. En el caso de ejes ortogonales como los mostrados en la Fig. A.4, la matriz es simétrica y unitaria. Esto significa que el determinante de esta matriz es unitario (y la matriz inversa  coincide con la matriz transpuesta ().
	La regla de transformación (A.18) puede interpretarse como una regla para vectores o para tensores de rango uno. La generalización para tensores de rango dos, enparticular para el tensor de tensiones es
	(A.20)
	Si se expresa el tensor de tensiones en forma vectorial (ver Tabla A.1) resultan las siguientes trasformaciones
	(A.21)
	De igual forma se pueden encontrar las expresiones para la transformación de deformaciones
	(A.22)
	donde las matrices de transformación  y   están dadas respectivamente por
	(A.23)
	(A.24)
	En síntesis, en notación matricial, la regla de transformación para tensiones y deformaciones puede escribirse como
	(A.25)
	La comparación de  con  y de  con  lleva a un importante resultado sobre la relación entre la inversa y la transpuesta de las matrices de transformación de tensiones y deformaciones
	(A.26)
	      Las relaciones de transformación para las matrices de rigidez y de flexibilidad  y  pueden obtenerse considerando que  y 
	(A.27)
	respectivamente.
	      Considerando (A.26) las relaciones de transformación para la matriz de rigidez resulta
	,     
	(A.28)
	y en notación indicial
	(A.29)
	El mismo procedimiento lleva a las relaciones para la matriz de flexibilidad
	(A.30)
	O bien, teniendo en cuenta (A.26) se tiene
	(A.31)
	y en notación indicial
	(A.32)

	A.4.3  DISTINTOS TIPOS DE SIMETRÍA ELÁSTICA
	TABLA A.2.  Característica de la matriz de flexibilidad para diferentes simetrías materiales (caso tridimensional)
	Modelo material


	A.4.5 CONSTANTES DE INGENIERÍA PARA MATERIALES ANISÓTROPOS
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	B.2.1 CLASIFICACIÓN Y CARACTERÍSTICAS [Jones (1999), Reddy (1997)]
	B.3 ECUACIONES CONSTITUTIVAS DE UNA LÁMINA [Reddy (1997), Jones (1999)]
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