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Resumen. En este trabajo se presentan resultados preliminares sobre un modelo multi-escala semi-
concurrente para materiales con ablandamiento. Se propone una formulacién mixta para la simulacién
de discontinuidades en los desplazamientos a ser usada en ambas escalas. La tension sobre la fisura es
considerada como incégnita del sistema de ecuaciones junto al campo de desplazamientos, y el salto se
obtiene mediante la relacién constitutiva (Ley tensién-separacion).

Se re-formulan los principios axiomaticos propuestos por P.J. Blanco y S.M. Giusti (P.J. Blanco y
S.M. Giusti, Journal of Elasticity, (2013)) y el concepto de inyeccién propuesto por PJ. Sdnchez et al
(P.J. Sanchez et al, Comp. Methods Appl. Mech. Engrg, 200:1220-1236 (2011)) para lograr una respuesta
objetiva. La tensién proyectada sobre la normal de la fisura de la macro escala se inyecta en la fisura
localizada del RVE, logrando como variable dual el salto en el campo de desplazamiento para la escala
superior. De esta forma, en la fase estable del material la inyeccidn en la transicién de escalas mantiene
la estructura clésica (partiendo de una compatibilizacion de deformaciones), mientras que en la fase no
estable el proceso de transicién sigue un camino inverso (partiendo de una compatibilizacién de tensio-
nes sobre la localizacién en la micro escala). De esta manera se logra una inyeccioén hibrida mediante
deformaciones en el primer caso y tensiones en el segundo caso.

Finalmente, se presentan ejemplos de homogeneizacién de la respuesta en problemas de fractura
transversal de compuestos reforzados con fibras longitudinales.



1. INTRODUCCION

Dentro de los modelos multi-escala existen dos grandes grupos: Los modelos multi-escala
basados en métodos analiticos y los basados en métodos computacionales. A su vez, los prime-
ros se dividen en métodos de continualizacion y los métodos de homogeinizacion. La diferencia
entre ellos radica en la forma en que consideran la micro/meso escala. Los métodos de continua-
lizacion lo hacen mediante elementos discretos como masas, resortes, elementos de tribologia,
pasando la informacién a una macro escala continua utilizando series de Taylor (de aqui provie-
ne el nombre del método) (Metrikine y Askes, 2002; Askes y Metrikine, 2002). Los métodos
de homogeinizacion, consideran la sub-escala como un medio continuo y heterogéneo, mientras
que en la macro escala el medio se torna homogéneo, siendo usados principalmente para ma-
teriales elasticos (Guedes y Kikuchi, 1990; Peerlings y Fleck, 2004). Los métodos multi-escala
analiticos fueron cayendo en desuso dada la poca versatilidad de las formulaciones, siendo uti-
lizados estos modelos para casos mas académicos (Guinovart-Sanjudn et al., 2016), mientras
que los métodos multi-escala computacionales fueron cobrando mayor protagonismo.

Park y Liu (2004) y Oden et al. (2006) ordenan los métodos multi-escala computacionales
como jerdrquicos y concurrentes, considerandose el primer caso como una herramienta para
determinar pardmetros de la ecuacion constitutiva. Oden et al. (2006) introducen en su articulo
otro tipo de clasificacion: modelos de acoplamiento explicito. En estos se acopla el modelo
adoptado en un grupo de zonas localizadas de la sub-escala, llamadas zonas criticas, con un
modelo homogéneo utilizado en las zonas distantes a la zona critica.

Bohm (2016) propone la siguiente clasificacion para el acople entre modelos continuos:
Aproximaciones de Campo Medio (Eshelby, 1957; Mori y Tanaka, 1973; Brassart et al., 2009),
Los métodos de cota variacional (Z.Hashin y S.Shtrikman, 1963; Z.Hashin, 1983; Willis, 1981)
y Los métodos basados en el concepto del Elemento de Volumen Representativo (RVE). Estos
ultimos, se dividen a su vez en:

- Jerarquicos: En los casos anteriores se consideran solo dos escalas de transicion. Hay
algunos materiales, por ejemplo los laminados o los bio-materiales, que necesitan de una
secuencia de escalas, dando lugar a los modelos jerdrquicos donde el material en alguna
escala de longitud se describe constitutivamente mediante una homogeinizacién de una
escala inferior. Si bien este concepto no considera en su definicion una celda unitaria, la
amplia mayoria de los modelos desarrollados lo utilizan (Belsky et al., 1995; Ghosh et al.,
1996; Lee y Ghosh, 1996; Moes et al., 2003; Zohdi et al., 1996; Nguyen et al., 2011b).
Otro posible enfoque, que contiene este tipo de modelos multi-escala jerarquicos, son los
modelos cuasi-fenomenolégicos en los que, mediante la nocién de RVE, se ajusta una
variable interna de un modelo fenomenolégico (Gurson, 1977).

- Semi-concurrentes: Esta clase de modelos inserta un campo primario (deformacién, gra-
diente de temperatura, etc) como condicién de borde al RVE, relacionando ambas escalas
mediante una ecuacion de compatibilidad (generalmente una ecuacién de tipo energéti-
ca). Una vez resuelto el problema de condiciones de borde en la sub-escala, se utiliza un
operador de homogeinizacién para obtener el campo dual (tension, flujo térmico ,etc) y
un tensor constitutivo para la macro escala. Estos modelos se conocen coloquialmente co-
mo modelos F'E? (Feyel y Chaboche, 2000; Matous et al., 2008; Belytschko et al., 2008;
Blanco y Giusti, 2013; Blanco et al., 2016; Toro et al., 2016a).

- Concurrentes: En estos modelos el RVE estd embebido en una zona de interés de la
macro-escala. Han sido utilizados para el acoplamiento entre escalas continua y atémica



donde el proceso de fractura se modela mediante rotura de fuerzas inter-atémicas (Mo-
seley et al., 2012; Fan et al., 2011). Cuando ambas escalas son modeladas mediante for-
mulaciones continuas se pueden utilizar mallas no necesariamente compatibles, logrando
la compatibilidad mediante multiplicadores de Lagrange. Este tipo de enfoque tiene la
desventaja de ser computacionalmente costoso, salvo que la escala de longitud del RVE
se aproxime a la de la macro-estructura (O.Lloberas-Valls, 2013). Por ejemplo, puede ser
util para el modelado de piezas de hormigén (Caggiano y Etse, 2015).

- Hibridos: En estos casos se utiliza una combinacion entre los enfoques concurrentes y
semi-concurrentes. Cuando se necesita modelar procesos de fractura y localizacion, los
modelos semi-concurrentes cldsicos son no-objetivos. En este sentido, los modelos hibri-
dos utilizan un modelo semi-concurrente para las zonas de la estructura donde la fractura
no se ha propagado (zona no critica), mientras que la estructura macroscopica va modi-
ficandose considerando la micro-estructura en la zona de propagacién ( zona critica) de
forma concurrente. En este sentido, Rahimabadi (2014) propone un modelo multi-escala
hibrido para el andlisis de fractura en materiales policristalinos.

Del mismo modo, en los dltimos afios se han propuesto sofisticados modelos con el pro-
posito de lograr una transicidn objetiva entre la micro y la macro escala, para poder simular
localizaciones intensas en el marco de los modelos multi-escala semi-concurrentes. Verhoosel
et al. (2010) plantean una formulacién capaz de modelar la evolucién de fracturas en modo I en
la macro escala, calibrando la evolucién del dafio con un RVE con elementos de interfaz cla-
sicos, habiendo sido expandido posteriormente para modos de fractura mixtos con elementos
cohesivos y adhesivos (Nguyen et al., 2011a, 2012). Massart et al. (2007) presentaron una for-
mulacién de homogeinizacién continua-discontinua con capacidad de localizar deformaciones
en la macro-estructura usando homogeinizacién computacional de primer 6érden (FOCH) para
el estudio de falla de mamposteria.

Toro (2014) propuso un modelo de falla en dos escalas como una expansion del marco varia-
cional presentado por Neto y Feijoo (2008), introduciendo el concepto de operador de inyeccion
planteado por Sdnchez et al. (2013), donde el salto de la discontinuidad de la macro escala (mo-
delada mediante elementos finitos embebidos), es introducido como una condicién de borde en
el RVE generando, andlogamente a lo propuesto por Nguyen et al. (2011a), una banda de dafio
relacionado con la ley traccién-separacion macroscopica.

Un enfoque similar fue presentado por Oliver et al. (2015) que desarrollan un marco multi-
escala para el andlisis de fractura cuasi-fragil usando bandas cohesivas en la micro-escala. La
banda de localizacién de deformaciones en la escala superior se calibra mediante la longitud
RVE, logrando una regularizacién objetiva mediante este parametro.

En el presente trabajo se plantea un modelo multi-escala semi-concurrente para el andlisis
de falla en materiales compuestos. Para la modelacion de discontinuidades en ambas escala se
utiliza una formulacién mixta basada en desplazamientos y tensiones en la interfaz. Para la fase
estable del material se utiliza una formulacién multi escala clésica descripta en la bibliografia
(Neto y Feijoo, 2008), mientras que para la fase de ablandamiento del material, se propone
un modelo que vincula las fracturas en ambas escalas haciendo uso de la filosofia axiomética
planteada por Blanco y Giusti (2013) y Sdnchez et al. (2013), y adaptdndola a nuestro caso par-
ticular. Finalmente se proponen ejemplos numéricos ilustrativos donde se muestra la objetividad
del modelo planteado.



2. FORMULACION VARIACIONAL MIXTA PARA LA SIMULACION DE DISCON-
TINUIDADES

En este apartado se describe, en forma resumida, el método propuesto para la simulacidén
de discontinuidades en el campo de desplazamientos, tanto en la macro escala, como en el
RVE(Lorentz, 2008; Labanda et al., 2016).

2.1. Formulacion basada en un solo campo

Numerosos autores (Tarazi y Mandel, 1988; Park y Paulino, 2012) formulan elementos de
interfaces de tipo intrinsecos mediante la minimizacién de un funcional (potencial del siste-
ma), expresado como en la ecuacion (1) , donde Z* : % — R es el potencial del sistema
dependiente del campo de desplazamiento u del cuerpo:

2L (u) = 28 (u) + 27 ([u]), (D

donde .Z" es el potencial de un volumen infinitesimalmente deformable 2 = Q- U QT y &7
es el potencial de la fractura en I'. Ambos potenciales se definen como sigue:

zﬁ(u)zl/ o (2,4) : Viu (2,1) dQ—/ b(2.1) u(z,t) dO
2 Jo\r O\r
— / p(x,t) -u(z,t) dO'Q 2)
otQ

27 ([u]) = / W ([ul. %) dT,

0'€) es el contorno de Neumann con p € L? (9'() la carga actuante y 9“2 es el contorno de
Dirichlet , ver Figura 1. Ademas, [e] = (o) |r+ — () |- es el salto del campo (e) en el dominio
I', W es la densidad de energia cohesiva sobre la fractura I' que se define como Lorentz (2008),

U ([u], k) = Ig+ (8,) + ¢ (0, £) con ¢ :RT =R, K (t) = sup deq ('), 3)

t<t*

con r variable interna en la interfaz I, b € L?(Q \ I') representa las fuerzas por unidad de
volumen, o es el tensor de tensiones de Cauchy y V*u es la parte simétrica del gradiente del
campo de desplazamientos. En la ecuacién (3), ¢ representa el potencial cohesivo de la fisura y
deq la norma de [u]. Ademds I+ es una funcién indicador que serd introducida mas adelante
para evitar penetracion entre los bordes de la discontinuidad. El conjunto de desplazamientos
cinemdticamente admisibles % (€2 \ I') se define como sigue:

U (Q\T)={uecH (Q\T) A [u]-n>0¢cH?(Q): ulpg =ul. @)

2.2. Formulacion mixta basada en el método lagrangiano aumentado

En este modelo, el funcional .Z* es reformulado mediante un método lagrangiano aumenta-
do, logrando un funcional dependiente de tres campos. Posteriormente, se utiliza el método de
descomposicidn-coordinacién propuesto por Fortin y Glowinski (1983) el cual descompone las
ecuaciones en dos problemas, uno global que corresponde a una forma lineal y una familia de
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Figura 1: Descomposicion del dominio €2 considerando una fractura cohesiva I'.

problemas locales que versan sobre puntos llamados puntos de colocacion, los cuales se coor-
dinan por multiplicadores de Lagrange. Se introduce una variable suplementaria  restringida
mediante la condicién [u] — § = 0. El problema mecdnico se puede expresar como:

min .28 (u) + £ (6)
(u,0)e?V' x 2 ) ®)

sujeto a [u] —&6 =0
El lagrangiano aumentado . : ¥ x # x 2 — R asociado al problema (5) es:

L (u; X; 6) = L8 (u;8) + 27 (8) + Z° (w; 6, N, (6)

donde:

28 (,8) = 2% (w+ [ J (ful - 8"
: (7N
ZLC (w; 6, 0) :/A- ([u] — &) dr.
r

Se puede ver que el segundo término de la ecuacién (6), donde interviene la densidad de
energia cohesiva W, pasa a depender de la variable suplementaria, la cual es controlada por
el tercer término a través de los multiplicadores de lagrange A que fijan de forma débil la
igualdad [u] — & = 0. Por la dualidad de espacios, se puede interpretar los multiplicadores
de Lagrange como las tensiones sobre la interfaz. El primer término contiene un pardmetro
penalizador v real y positivo. Usando el método de coordinacién-descomposicion, la variable
suplementaria se pueden obtener de este funcional como una funcién de los desplazamientos y
de los multiplicadores de Lagrange 8, = d (u; A). El problema de minimizacién del funcional
(1) se convierte en un problema de punto de ensilladura del funcional (6), y se reduce a: Para



algiin v € R™, encontrar (u; A) € ¥ x W tal que:

9 (u;0;A) = / o (z,t): Viu (z,t) d2 + /F A+ ([u] —6)] - [6u] dT'

O\r
—/ p(a:,t)-éud@tﬂ—/ b(x) - dud)=0, Yéu € 7,
9tQ O\r
%(u;é;)\):/([[u]]—é)-é)\szo, YoX e W,
r
3

con &y, (u; A) € ker {0s¥ — X — v ([u] — )} donde w y A son fijos en los puntos de colo-
cacion, 7 el espacio de variaciones de desplazamientos cinematicamente admisibles du y #
es el espacio de variaciones de multiplicadores de Lagrange cinematicamente admisibles o\ ,
dado por:

%(Q\r):{venm[[v]]eH%;mauQ:o}, o
7 (@\D) = {alzcH}

Habiendo formulado las ecuaciones a resolver para la simulacién de discontinuidades tanto
en la macro estructura como en el RVE, se procede a plantear las ecuaciones que vinculan las
dos escalas.

3. MODELO DE HOMOGEINIZACION PARA UNA DISCONTINUIDAD BASADO
EN UNA INYECCION HIBRIDA

Durante la fase estable del material las ecuaciones que vinculan ambas escalas mantienen la
estructura clésica, donde una deformacién macroscdpica € (x, t) es inyectada sobre el dominio
€1, del RVE bajo el siguiente axioma en la transicion de escalas

B 1
u,=u-+e-(y—yy +u,, con yozm/ y dQy, (10)
wl JQy,

con u desplazamiento en el punto material de la macro estructura y u,, campo de perturbacién
de desplazamientos en el RVE. Luego de resolver un problema de valores de contorno, se
obtiene el tensor constitutivo macro homogenizado C y la variable dual o (x, t) (Neto y Feijoo,
2008; Toro, 2014). A continuacién se detalla la formulacion propuesta para la fase inestable
del material, siendo éste el aporte principal del presente trabajo. La Figura 2 muestra un punto
s € S con S superficie de discontinuidad en la macro-escala, cuyo comportamiento va a ser
caracterizado mediante un modelo multi-escala. El procedimiento general para la fase inestable
consiste en inyectar la tension de la fractura macro A = —o - n con n normal de la superficie
de discontinuidad obtenida mediante el tensor acustico y o el tensor de tensiones en la macro
escala en el momento de alcanzar la inestabilidad, y resolver un problema de valores de borde
en la celda asociada al punto de la macro estructura para recuperar la variable dual [u]. En
cierta forma, este procedimiento es inverso al utilizado en las formulaciones disponibles hasta
el momento (Toro et al., 2016a), y puede interpretarse como una inyeccion hibrida mediante
deformaciones para el dominio volumétrico y tensiones en el dominio de la fractura.



3.1. Problema mecanico en la Macro-escala con discontinuidades

Para plantear las ecuaciones de transicion de escalas, en la formulacion presentada se man-
tiene la estructura axiomdtica propuesta por Blanco y Giusti (2013), aunque partiendo de po-
tenciales para poder plantear el principio de potencias virtuales multi-escala.

p

Macroscopic continuum 8 ! !

(macro-scale)

Representative volume element
(micro-scale)

Figura 2: Continuo macroscépico con una discontinuidad y su sistema micro continuo asociado.

Se considera una respuesta constitutiva de tipo fenomenoldgica en la fractura I', del RVE
tiene la siguiente forma

6y =0 (X)) = (A% dN,) (11)

donde (e)" es la historia de una variable en el tiempo ¢. Los campos con sub-indice (o)
representan campos en el RVE.

w

3.2. Problema mecanico Microscopico

3.2.1. Axioma 1. Cinematica de la transicion de escala.

La cinematica para la transicion de escalas se realiza mediante el campo de los multiplica-
dores de Lagrange A (siendo esta la tensién superficial de la discontinuidad de normal n), y se
propone como sigue

1 L gL 1 L gL

A:—O"n,:m FLA“CZF#:M FLG'#‘nﬂdruy (12)
L |mml c |70 L
AL L] A+, =— L o-n+A (13)
T I
donde
nm:/ n, dl'l, (14)
rL



Representative volume element

7\, = é J.Fﬁk; dl“;
n /F\

Macro-scale point o = ‘ J.r:l'n;l dl—‘ﬁl |

Figura 3: Esquema de la cinemética de la transicién de escala.

es la normal media, Fﬁ es un subconjunto de fracturas I',, donde se produce la localizacion en
el RVE, o, es el campo de tensiones en la micro escala. Reemplazando la ecuacion (13) en la
ecuacion (12)

1 |nm| T L
m I o
1 L 1 ¥
= __L * m T 12 o
7] . o-ndl + ] A dDl (16)
——0o-n— [ dli4+— [ X, dI'k, (17)
I O

donde el campo de las tensiones en la localizacién )\ﬁ es relacionado con la tension en la fisura
de la macro-escala —o - n, dando como condicién final

I L ~ L gpL
/FL)\“dF“:O’ V / au~n#dfu:O. (18)

L
Iy

Finalmente, el espacio de tensiones cinemdaticamente admisible en la localizacién es:

e (Q\T,) = {a:yweH—é A / mdrﬁzo}. (19)
I

Se observa en el esquema de la Figura 3 que se utiliza como pardmetro de longitud en la
cinemdtica de transicién de escalas la superficie media « = |n,,| de la localizacién Fﬁ en el
RVE, el cual mantiene una forma anéloga al dominio ficticio de falla planteado por Toro et al.
(20164a).

3.2.2. Axioma 2. Principio de potencia virtual multi-escala.

Es necesario plantear una consistencia fisica entre ambas escalas del modelo mediante el
balance de las potencias virtuales. En la bibliografia disponible, se plantea una compatibilidad
de potencias virtuales asumiendo a-priori el uso de una sola variable independiente para la
caracterizacién del sistema en cuestion (Toro, 2014; Toro et al., 2016a; Sanchez et al., 2013).
En el caso presentado, al involucrarse dos variables incdgnitas, es necesario iniciar el planteo



del axioma partiendo de los potenciales en la escala macro II (w, A) y micro II, (e, X, u,, A,,),
y posteriormente igualando la variacion total de ellos.

Considerando un punto s € S perteneciente a una discontinuidad que acontece en la macro
escala, se puede plantear su potencial como sigue

II(u,A) =[u] - A = I (u, X) = 5,11+ 0511, (20)

la variacion respecto al campo de desplazamiento u es

Oull (u, A) = [du] - A, (1)

y del mismo modo la variacién respecto al campo de los multiplicadores de Lagrange X resulta

AT (u, A) = [u] - oA, (22)

lo que da como resultado la variacion total

O (u, A) = [du] - A+ [u] - oA (23)

Al formular el potencial en la micro-escala II, (e, A, u,, A,), se introduce andlogamente al
axioma | un pardmetro |Fﬁ] que representa la superficie de la localizacion en el RVE. Ademas,
para mantener la estructura matemdtica presentada en la seccion 2, se introduce un término de
penalizacién, quedando la expresion

1 . S
I (&, Ay, ) = [TL] /Q oy Vi, d, + /F A (] = 6,) dUy+
I I K
Y ~ ~
+/F 5 (lunly — 64) - ([w ] — 6,.) dUy+ (24)
70| L
+ 5 o A fuy], dly

Se observa que el potencial micro incluye el Gltimo término donde se relaciona la tension de
la fisura macro con el salto total del campo de desplazamientos del RVE, mientras que en el
resto de la fisuras el salto es debido solo a los desplazamientos fluctuacion. La variacién total
queda

OIL, (&, Xy, Ay) = eI, + 0xIL, + 6, 1T, + 5X,LH# ) (25)

con [e], = (e) |FI — (o) \F; el salto definido en las coordenadas del RVE. Se observa en la
ecuacion (24) que el potencial perteneciente al dominio de la fractura se divide en un término
sobre Fﬁ correspondiente a la localizacidn, y otro en donde intervienen las tensiones fluctuantes



de todo el dominio fracturado. Las variaciones con respecto a cada variable de la ecuacién (25)
resultan

1
0L, (e, N uy, Ay) = ]F_L [/Q o, 0€ dQM] , (26)
I W
ng,
OAIL, (€, A, u,, N,) = |’FL|l [ g S - [u,], drﬁ] , 27)
w
1
0o, Iy (8, X u, Ay) = L / o, - Vo, d,+
H Qu
+/F [Xu +7 ([[du]]u - 5#)} ’ [[5'“7#]]# dFu"’ (28)
+ @ X - [04i,], dT"| |
’F,u‘ rk
1 ~ -
6XuHH (&, A uy, Ay) = W [ - oA ([w], —6,) dF#] . (29)
H w

La compatibilizacion entre escalas se logra igualando las variaciones totales de los potencia-
les como sigue

(5H ('U/, A) - 51——[/1, (57 )\7 /u’,UJ A/J) )

que expandido es

T L
/aﬂ'dedQH—FWﬂ Fﬁé}\-[[uﬂ]]udl“fr

Qu

1

[6u] - A+ [u] - 6A = ¥

+/Q oy Viou, d, + / [Xu + 7 ([wu], — 6#)] - [ow, ], dl'y+
r

Iz Iz

|72 - ~ .
- |TL| /FL A [0l dfﬁ +/F oAy - ([wu] —6u) dly |
H I %
(30)

relacionando ambas escalas.



3.2.3. Consecuencia 1. Problema de equilibrio micromecanico.

Considerando de = 0, du = 0y 0\ = 0 en la ecuacién (30), se obtiene las ecuaciones de
equilibrio a resolver en el RVE:

/Q O Vséﬁu dQu + /r [Xu +7 ([[du]]u o 6#)] : [[5&#]]# dFu+

"

1| ~ - %
+ [ A )k = o V0t € F G
ot
[ A (Wi 8, ar, = o WA, €W ()
Ty
con

= {veHl(Qu)] v®sud8§2u:0}. (33)

o
espacio cinemdticamente admisible de fluctuacion de desplazamientos, siendo v el vector nor-
mal externo al contorno 02, de la celda.

3.2.4. Consecuencia 2. Restriccion cinematica y homogeinizacion del salto macroscopico.

Considerando du, = 0y 0 S\M = ( en la ecuacién (30), obtiene una consecuencia cinematica
y el operador homogeneizacion de la variable dual en la macro escala.

Restriccion cinemdtica

Considerando 6\ = 0

1
foul- A = [/Q o 58 A + rn| A - [[5u]]H]. (34)
H H

La variacion de la deformacion de la parte volumétrica es debida al efecto del salto macro
sobre el RVE. Por ello, se denota a esta componente a partir de ahora como de — €[y
Introduciendo el Axioma 1 en la ecuacidn anterior, se tiene

|70 1 L gpL 1
(1— |FL [[(S’U/]] m - U#-nu dF# :W /Q O'M'éé"[[u]] dQM
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Teniendo en cuenta la propiedad

L T rt 0 YyeQ\T}
/Fﬁ (o) dI'; —/ﬂ 0u" (o) dQ2,, con Iy —{ too VyeT, : (36)

o



delta de dirac superficial, se puede expresar la ultima ecuacién en (35) como

L 't
/a'u-ci“ i — 1) ([0u] ®°* n}) d,| = /au-aeﬂuﬂ .. 37
Q [T Qu
Finalmente se obtiene la consecuencia cinematica:
re [ T)] s
E1u] = O (yn:;| — 1) ([u] @ n}). (38)

Se ve que la consecuencia cinemdtica presentada en la ecuacion 38 conserva una estructura
similar al axioma planteado por Toro et al. (2016a).

Operador homogeneizacion de la variable dual

Considerando [du] = 0

72|

ul - oA =
e} 02 =1 [,

[w,],. - 6X dLY, (39)
quedando el operador de homogeneizacion de la variable dual

72,
[u] =
T5 1 Jre

[w, ], dT};. (40)

4. EJEMPLOS NUMERICOS

A continuacién se muestran algunos ejemplos numéricos de la formulacién propuesta. En
primera instancia, se establece una pequefia discusion sobre la condicién de borde a considerar
y posteriormente, se plantean una serie de ejemplos donde se observa la potencialidad del mé-
todo. A continuacién LC, PC y TC se refiere a las condiciones de borde lineales, periodicas y
minimamente restrictas, respectivamente.

4.1. Sobre la eleccion de la condicion de borde del RVE.

Es necesario plantear una discusion respecto a la condicion de borde a tomar para un caso
donde un salto en el salto de desplazamientos [u,],, # 0 en algin punto del contorno 052, en el
RVE. Para ello, se considera una celda sencilla conformada por dos materiales unidos por una
interfaz como muestra la Figura 4 (a), donde las propiedades adoptadas para cada material se
detallan en la Tabla 1. El RVE propuesto es sometido a una deformacion uni-axial mediante un
tensor de la forma

0 €99

Ez[o 0] 41)

En las Figuras 4 (b) y (¢) se muestran las relaciones tension-deformacion obtenidas para cada
condicién de borde, mientras que la Figura 5 muestra la configuracién de los desplazamientos
en el RVE obtenida para cada caso.

Se ve que la respuesta tension deformacién para la condicién LC de la Figura 4 (b) no tiene
la capacidad de ablandar y, como se ve en la configuracion del RVE de la Figura 4 (a), los
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Figura 4: Resultados para un RVE con fisura en el borde 9€2,,.
Material 1 | Material 2 | Interfaz Fibra-Matriz
Mod. Young E[MPa] 3900 86900 -
Mod. Poisson 0.37 0.23 -
Tension critica o, [MPa] - - 30
Energia de frac. G. [N/mm] - - 1

Tabla 1: Propiedades de materiales del RVE con fisura en el borde 0f2,,.

extremos de la fisura se mantienes cerrados. Esto se debe a la propia definicién del espacio
cinemdtico lineal donde u,, = 0, la cual fuerza los puntos pertenecientes al borde a tener un
desplazamiento proporcional a su coordenada como se desprende de la ecuacién 10.



(a) Configuracién final del RVE (b) Configuracién final del RVE (c) Configuracién final del RVE
para condicién de borde LC. para condicién de borde PC. para condicién de borde TC.

Figura 5: Configuracién final de un RVE con fisura en el borde 02,,. Desplazamiento amplificados x2.

En la Figura 4 (c) se muestra la relacion tension deformacion para las condiciones de borde
PC y TC. Se observa que, a diferencia del caso anterior, ambas son capaces de ablandar porque
pueden propagar una fisura a través del contorno 92, del RVE como se ve en la Figura 5 (b)
y (c). Se observa que la condicién TC copia de forma mas precisa en la macro escala tanto
la tension critica de la fractura o, = 30[M Pal, como la deformacién dltima e, = 6./10 =

2Ge — 2 _ G GGe 3.
10-0. 300 ’

Cuando se considera un RVE con una fractura inclinada como muestra la Figura 6 (a) y se
le aplica la misma historia de deformaciones macroscépicas que en el caso anterior, se puede
observar la imposibilidad de 1a condicién de borde PC en propagar la fisura a través del contorno
09,,. En el caso anterior habia una coincidencia en el salto cinemitico entre los puntos y* e
y~ razoén por la cual se pudo obtener la solucién con condiciones de borde PC. En cambio, en
este caso, si se considera el espacio de perturbaciones periddicas definidas por Neto y Feijoo
(2008), se ve que para este caso, al compatibilizar la periodicidad @, (y™) = @, (y~), se ve
que el salto [a, (y*)], = 0, por lo que hace imposible que habiendo una fisura en el punto y~
esta se pueda propagar.

Interfac
Z \

Material 1
10
(a) RVE con fisura inclinada atravesan- (b) Configuracién final del RVE (c) Configuracién final del RVE
do el borde. para condicién de borde PC. para condicién de borde TC.

Figura 6: RVE con fisura inclinada en el borde 0€2,,. Desplazamiento amplificados x2.
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Figura 7: Resultados Tension Deformacion para un RVE con fisura inclinada en el borde 0€2,,.

Consecuentemente, la curva tension-deformacién de la Figura 7 (a) tiene una fase de ablan-
damiento pero luego al no poder propagarse fractura en el contorno 052,, el RVE endurece
indefinidamente. Por otro lado, se puede ver en las Figuras 6 (c) y 7 (b) que con la condicién de
borde TC si se puede reproducir la propagacion de la fisura con el consiguiente ablandamiento,
independientemente de la orientacion de la falla.

Si bien estos ejemplos configuran casos particulares, en lo sucesivo se usa solo la condicién
de borde TC ya que representa el caso que mas libertades le confiere a la cinematica de la micro-
escala para analizar la falla. El trabajo reciente de Toro et al. (2016b) muestra que para RVEs
heterogéneos, se pueden conseguir buenos resultados considerando fluctuaciones periddicas,
siendo en nuestro caso material para estudios futuros.

4.2. Analisis de objetividad en la respuesta.

Habiendo seleccionado la condicion de borde a utilizar en lo que resta del trabajo, se propone
un RVE como el que muestra la Figura 8 (a), el cual repite su dominio como muestran las
Figuras 8 (b) y (c). Estas tres celdas se utilizan para hacer un primer estudio de la objetividad
del modelo planteado, siendo conformadas por los materiales detallados en la Tabla 1. Del
mismo modo se consideran tres RVEs con fracturas tortuosas como muestra la Figura 9

En las Figuras 10 (a) y (b) se observa la respuesta tension-deformacién obtenida para los
RVEs presentados en las Figuras 8 y 9 respectivamente, cuando se utiliza la formulacién clésica
donde la deformacidn se inyecta en la sub escala de la forma e — RVE —— o obteniendo
la tension macroscOpica. Se observa que la respuesta no es objetivas para los distintos RVEs
planteados.

Cuando se activa el modelo propuesto, luego de la localizacién se inyecta la tensién ma-
croscopica de la fisura en la celda de la forma A = —o - n —— RVE —— § recuperando el
salto para la macro escala. La Figura 12 (a) muestra los resultados obtenidos obtenidos para
los RVE planteados en la Figura 8, mientras que la Figura 12 (b) muestra los resultados para
los RVE planteados en la Figura 9. Se observa que las tres curvas graficadas son coincidentes,
de donde se puede concluir que, independientemente de donde se produce la localizacion en la



(a) RVE N°1 (b) RVE N°2 (c) RVE N°3

Figura 8: RVEs con fractura plana seleccionados para el estudio de la objetividad del modelo multi-escala.

(a) RVE N°1 (b) RVE N°2 (c) RVE N°3

Figura 9: RVEs con fractura inclinada seleccionados para el estudio de la objetividad del modelo multi-escala.

micro-escala, el modelo constitutivo traccién-separacion de la macro-escala es objetivo. En la
Figura 11 se grafica el determinante del tensor actstico para cada direccidén y se muestra que,
para todos los casos, el vector normal de pérdida de elipticidad es n = [0 1].

4.3. Fractura transversal. Modelacion multi-escala.

A continuacién se propone un ejemplo de fractura transversal de un compuesto reforzado
con fibras longitudinales. Se proponen dos RVEs con un porcentaje volumétrico de fibras de
V; = 30 % como muestra la Figura 13. E1 RVE N°1 de la Figura 13 (a) contiene 14 fibras y
60 pum de lado, mientras que el RVE N°2 de la Figura 13 (b) contiene 20 fibras y 72 pm de
lado. La distribucion de las inclusiones rigidas se hizo utilizando el método de Monte-Carlo y
las propiedades de los materiales se muestran en la Tabla 2.
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Figura 10: Respuesta tensién-deformacién calculados con la formulacién clésica.

Figura 11: Pérdida de elipticidad para los RVEs presentados en la Figura 9.

Matriz | Fibra | Matriz-fibra
Moédulo de Young E [MPa] 3900 | 86900 -
Moédulo de Poisson 0.37 0.23 -
Tension de iniciacion de fractura o, [MPa] 50 - 25
Energia de fractura GG, [N/mm] 0.5 - 0.5

Tabla 2: Propiedades de material para matriz reforzado con fibras longitudinales.
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Figura 12: Respuesta tensién-deformacion calculados con la formulacién propuesta.

(a) RVE N°1 de 60 pm de lado. (b) RVE N°2 de 72 pm de lado.

Figura 13: RVE adoptados para el modelo multi-escala de fractura transversal. Fracciéon volumétrica de Fibras
Vi =30%.

Las matrices presentadas en las ecuaciones 42 y 43 muestran los tensores constitutivos elds-
ticos de los RVEs N°1 y N°2 respectivamente. Se observa que dichos tensores pierden la orto-
tropia debido a la distribucién aleatoria de las inclusiones, acoplando la constante de corte Cg333
con las direcciones normales, dando como resultado constantes C133 y Coo33 distintas de cero.

10364,7379 569526162  13,2327341
CvENel = | 569526162 10514,4562 —23,4792675 | . (42)
13,2327341 —23,4792675  2334,22857



10364,8855 564593341 184747702
Cévpnes = | 564593341 10350,337 8,98046573 | . (43)
18,4747702 898046573 2328,92198

Aplicando una deformacion en el punto de gauss macroscopico de la forma expresada en
la ecuacion 41, se observa en la Figura 14 (a) que una vez mas, al utilizar el modelo clasico,
se obtiene curvas tension deformacion no objetivas. La Figura 14 (b) muestra un grafico polar
para la pérdida de elipticidad en la deformacién €95 = 11e73. Las Figuras 15 (a) y (b) muestran
claramente la forma de la localizacién, para los RVE N° 1 y N° 2, respectivamente.
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(a) Curva tension-deformacion obtenida con el (b) Pérdida de elipticidad para los RVEs presentados
modelo multi-escala clésico. en la Figura 13.

Figura 14: Resultados obtenidos para los RVE propuestos con el modelo clésico.

Para la etapa estable la formulacion propuesta coincide con el modelo clésico. En la Figura
16 (a) se muestran los resultados obtenidos para esa etapa. Se ve que ambas curvas son similares,
siendo la diferencia producto de la distribucidn aleatoria adoptada para la representacion de la
micro escala. La Figura 16 (b) se muestra las curvas tensién en la fisura de la macro escala
versus el salto en la macro escala, obtenidos mediante la formulacién propuesta, observando un
buen ajuste entre ambas curvas pudiendo concluir en la existencia de un RVE en el sentido de
Gitman et al. (2007).

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se presenté una formulacién variacionalmente consistente, basada en
los principios axiomadticos propuestos por Blanco y Giusti (2013) y utilizada por otros autores
(Toro, 2014; Toro et al., 2016a) proponiendo una modificacién en la compatibilidad energética
entre escalas de manera de considerar las dos variables con las que se describe el problema
mediante la formulacién mixta. De esta forma, se logra una inyeccion hibrida en deformacion
para el modelo cldsico y en una tensién para el modelo propuesto obteniendo como variable dual
la tension en el primer caso y el salto en el segundo, difiriendo con todos los modelos presentes



(a) Localizacion presentada en el RVE (b) Localizacién presentada en el RVE N°2 de
N°1 de 60 pm de lado. 72 pm de lado.

Figura 15: Localizacién presentadas en los RVE propuestos. Estudio de la fractura transversal en compuestos
reforzados con fibras longitudinales.
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Figura 16: Resultados obtenidos para los RVE presentados en la Figura 13. Modelo Propuesto.

en la bibliografia hasta ahora. También se present6 una discusion sobre las condiciones de borde
que admite el modelo, concluyendo que para los ejemplos analizados, las de minima restriccion
son las mas adecuadas para problemas donde existe un fendmeno de localizacién en el RVE.
Se presentaron también ejemplos numéricos donde se observa que la formulacién propuesta da
resultados objetivos respecto del RVE analizado, con buen resultado incluso en casos donde la



micro escala tiene un carécter estocastico en su topologia.
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